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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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Въ природе мн познаемъ собственно только двнжен1е, 
безъ Еотораго чувственння внечатл11Н1я не возможны. Итакъ вс^ 
про?1я П0НЯТ1Я, напрнмФръ Геонетрическ1я, произведены иа- 
шниъ укомъ искусственно, будучи взяты въ свойствахъ дви- 
аЕен1я; а потому пространстве, само собой, отд'Ьлано, для насъ 
не существуетъ. ПослФ чего въ нашемъ умФ не можетъ быть ни- 
какого противорФч1я, когда мы донускаемъ, что н^которыя силы 
въ природ*! сл^дуютъ одной, друг1Я своей особой Геометр1Я. 
(Н. И. Л о б а ч е в с к 1 й. Новыя начала. Полное собр.соч., т. I, стр. 
226 -227). 

^ _, ВокЬе 11п1ег8ас1та?еп, ^гекЪе, шв Лхе Ыег ^еГйЬг1е, уоп 

аП^ешехпеп БертИГеп аив^еЪеп, кбппеп ппг Аагн Непеп, дазв 
^ сИеве АгЪеИ п1с111 АнгсЪ Ахе ВезсЪг&пкИгеИ Аег Ве^гШе ^еМпйег^ 

ппй йег Еог18с11Г1и 1т Егкеппеп дев говаштепЪап^в йег В1п^^е 
">/ шсМ Айгс11 нЪегИеГег^е ТогигШеПе ^еЪешт! шгд. (Кхетапп. 

-^ ПеЪег ^е НуроШезсп, ^екЪе Аег 6геоте1г1е га Огннйе Ие^еп. 

^ тгке, р. 268). 

^ Полная аналопя между геометричссвики построешями 

Бинемативи и динамики твердаго т^ла, существованхе которой 
было доказано въ 1834 году Ро1П8о1; въ его классическомъ 
мемуарЬ „ТЬёог1е понуеИе йе 1а го1а1;10п йез согр8", побу- 
дила авторовъ новыхъ трактатовъ по механик*! ^ выде- 
лить общую часть учен1я о движеши твердаго т-Ьла и о си- 
лахъ къ нему приложенныхъ въ особый отд'ёлъ подъ наз- 
ван1емъ теорхи векторовъ. Изсл^дован1я новыхъ геометровъ 
уб'1ждаютъ насъ, что указанная Ро1П8о1; аналог1Я должна 
существовать и въ механик*! твердаго т'Ьла неевклидовыхъ 
пространствъ, и настоящая моя работа представляетъ попыт- 
ку изложить теор1ю векторовъ, опираясь на проэктивную 
геометр1ю, которая, какъ это показалъ Е. Е1е1П, не зави- 
ситъ отъ теор1и параллелльныхъ. Я развиваю при этомъ 
теор1Ю векторовъ на н'бсколько иныхъ началахъ, ч'1мъ т*!, 
которыя были приняты другими авторами, и я постараюсь 
теперь вкратц*! указать на основныя идеи моей работы и 



^ 7кажу, наприм^^ръ, на траЕтатн ЗсЪеИ'я и Арре! Гя. 



положен1е, занимаемое ей по отношенш еъ другимъ рабо- 
тамъ по неевклидовой механик']^. 

Существу етъ два способа выводить законъ сложен1я сидъ. 
Одинъ, основанный на сложеши движешй, принадлежитъ 
Ке^1;оп'у и Уаг1§поп'у. Другой, разсматривая сложеше 
силъ какъ операц1Ю коммутативную, ассощативную и подчиняю- 
щуюся еще н-Ькоторымъ дополнительнымъ услов1ямъ, ведетъ 
свое начало съ изв'Ёстнаго мемуара О. ВегпоиШ „Ехатеп 
рппс1р10гит МесЬап1сае е* (1етоп81га1;10пе8 веоте1;псае йе 
сотрозМопе е4 гезокИопе у1Г1ит'', опубликованномъ въ 
1828 году въ I том* „Сотеп4агп АсайетхаеРе^гороШапае*'. 
Б. ВегпоиШ, критикуя предложенное Уаг1§поп'омъ и 
Nе1У(оп'омъ доказательство параллелограмма силъ, видитъ 
недостатокъ этого доказательства въ томъ, что оно опирается 
на опытныя истины: принципъ пропорщональности между 
силой и приращен]емъ скорости и принципъ независимости 
одновременнаго д']&йств1я силъ, между т^мъ какъ законъ па- 
раллелограмма, помн^шю В. ВегпоиШ, представляетъ со- 
бой истину столь же необходимую, какъ истины геометриче- 
СК1Я. „АШег тего зе гез ЬаЬе! сит рппсхрхо сотровШопшп 
У1гшт" говоритъ В. В е г п о и 1 И; „ИНпз еп1т йетопзШюпет -г 
1пует р1апе деоте(;г1сат, си^из у! йетпт со^поУ!, 1;11еогета1:а 
з^айса поп гахпиз песеззагго Vе^а еззе, диат зип* део- 
ше(;пса** ^ 

Геометрическое доказательство В. ВегпоиШ опирается 
на сл%дующ1Я предположен1я. 

„I. Всяк1я силы можно 8ам']&нить имъ эквивалентными. 

II. Дв'6 силы одинаково направленныя эквивалентны одной 
равной ихъ сумм']^, и дв'6 силы направленныя въ противопо- 
ложныя стороны эквивалентны одной равной ихъ разности.... 

III. Сила эквивалентная двумъ равнымъ силамъ одинаково 
наклонена къ той и другой, т. е. ея направлеше д'^^литъ 
пополамъ уголъ, заключенный между направлен1ями двухъ 
силъ.... • 

Исходя изъ этихъ предположен 1й, О. ВегпоиШ по* 
свящаетъ большую часть своего мемуара доказательству па- 
раллелограмма силъ для того частнаго случая, когда силы 
равны (ромбъ силъ), и къ нему весьма просто сводитъ задачу 
сложен1я какихъ угодно силъ приложенныхъ къ одной точк'Ё. 
В'А1етЬег( въ мемуар'Ь „Оёшопз^Шп (1и рппс1ре с1е 1а ^^ 
сотрозШоп йез Рогсез" ^ значительно упростилъ доказатель- 

^ 1. с, р. 127. * I. с, р. 134. ' ОрпвспГев шагЬётаиапе, 1761, Т. Р. >^ 
р. 169-179. А Л 



€тво О. ВешопИ] и сд'Ьладъ его въ н'Ькоторыхъ отноше- 
шяхъ бол'Ье строгимъ. Друг1е ученые * видоизм^Ьняли впосл-Ьд- 
СТВ1И доказательства Т). Вегпои111 и В'А1бтЬег1;'а раз- 
личнымъ образонъ. 

Въ 1761 году во II том* ,М18се11апеа Таиппепзха'^ 
^ылъ опубливованъ немуаръ „8иг 1е§ рп11С1ре§ 1<)пс1атеп(аих 
йе 1а тёсашдие" раг М. 1е СЬеу. ВаУ1е1; йе Ропсе- 
п е X, меиуаръ, который, однако, по словамъ О е 1 а^ г е'а ^у д^ 
принадлежитъ Ьа^гап^е'у. Зд']&сь въ первый разъ мы 
встречаемся съ аналитическимъ доказательствомъ параллело- 
грамма силъ и принципа рычага, которое подобно доказатель- 
€твамъ О. ВегпопШ и АгсЫшейев'а опирается на част- 
ныя предложешя: равнод'Ьйствующая двухъ равныхъ силъ 
равняется д1агонали ромба на нихъ построенной, если силы 
приложены къ одной точк'Ё, и сумм'Ь силъ, если силы прило- 
жены къ различнымъ точкамъ и направлен1я ихъ перпенди- 
кулярны къ ЛИН1И, соединяющей точки приложен1Я. Эги дв'6 
георемы О. йе Ропсепех доказываетъ различнымъ обра- 
зомъ. Но обобщая несколько построешя О. йе Ропсепех'а, 
можно обоимъ предложен]ямъ дать совершенно тождественный 
доказательства, какъ показа лъ 0'А1етЬег(^ сведя оба до- 
казательства къ р']&шенш функц1ональнаго уравнен1я 

Аа;-К1/)+Дя:-у)=Дл?)Ду), (1) 

которое обыкновенно, но неправильно, приписываютъ Ро18- 
воп'у. 

Въ самомъ д'бл*, пусть къ точк'6 О приложены дв']^ силы 
ОБ и ОВ^ равныя Р. Равнод-Ьйствующая ихъ Е будетъ на- 
правлена по ЛИН1И 02), д'блящей пополамъ уголъ заключен- 
цый между ОБ и ОБ' (третья гипотеза В. ВегпоиШ), ко- 
торый, предположимъ, равняется 2Ху и будетъ представлять 
собой некоторую функщю отъ Рех: Д=ДР,ж). „Такъ какъ 
сила Е той же природы какъ и сила Р, то необходимо, что- 
бы она содержала то же число изм'Ьрешй; что даетъ Е=1у{х)у 



* СаисЬу: 8иг 1а ге8ииап1е е1 1в8 ргсуесШпв Лв р1й81епг8 Гогсев 
арр11(1аёе8 й пп 8еа1 ро1П(. Бхегс1се8 таШтаи^аев, 1826, р 2^9—43. Также 
Мо1дпо: Ье^опз <1е Мёсашдие апа1уи(1пе, Рапв, 1868, р. 6—18. А1тё: 
Ветоп81га11о11 Лп рагаПЛо&гатте Лев Гогсев. Лопгпа! Лев таШтаичиеа 
рпгев е! аррИдаёез, Т. I, 1836, р. 335—338. ' Оепугев Ле Ьа^-ап^е, Т. I, р. 
XI. ^ Мето1ге виг 1е8 рппс1ре8 (1е 1а Мёсап1дпе. 0рпвси1е8 ша1Ьвтаичие8, 
Т. У1, р. 371. Этого второго ме муара я не инФлъ возможности вид11ть. 
Цитату заимствую у А. ОеиоссЪ!: Знг ип тёто]ге Ле Оау1е1 ЛеРопсепех, 
р. 374. 



ибо и8м%реБ1е х равняется нулю^ ^ Такимъ образомъ задача при- 
водится къ ра8ыскан1Ю фувкщи /(ж). Съ ц-Ьдью опред-Ьдить 
эту функц1Ю проведемъ черезъ точку О по порядку лиши 
ОС,ОБЛА,ОЛ\ОВ\ОС такъ, чтобы углы между ОС и ОБ, 
ОБ и ОА, ОА и 0Б\ ОБ^ и ОС равнялись бы некоторой 
величине у, а /_Б0Б'=2х. Предположимъ, что по лин1ямъ 
ОС^ОЛуОА и ОС д-Ьйствуготъ четыре равныя Р силы. Ихъ 
равнодействующую мы можемъ построить двумя способами: 
во-первыхъ, складывая ОЛ съ ОС и О А съ ОС, мы полу- 
чимъ дв'Ь силы равныя -?У*(у), Д'Ьйствующ1я по лин1ямъ ОБ и 
0Б\ которыя даютъ равнодействующую Р(\у)^х) по направ- 
лена 02), делящей пополамъ углы СОС^ ВОБ\ АОА\ во- 
вторыхъ, складывая силы О А съ О А и ОБ съ 0Б\ мы по- 
лучаемъ дв'Ь силы по ваправленш 0В:Р1\хл-у) и Р({х — у) 
эквивалентныя одной Р^{х-\-у)'Ь1^{х—у). Итакъ 

Щх^у)^ Щх-у)=ЩхЖу\ 

откуда уравнен1е (1). 

Предположимъ зат^мъ, что мы хотимъ найти равнод'Ьй- 
ствующую дзухъ равныхъ силъ Р, лежащихъ въ одной пло- 
скости, перпендикулярныхъ къ лин1и ББ\ соединяющей точки 
придожен1Я ^ и ^', и направленныхъ въ одну сторону. Равно- 
действующая ихъ В пройдетъ черезъ середину В ж'ввшББ, 
которая, предположимъ равняется 2д:, будетъ перпендику- 
лярна къ ЛИН1И ВВ^ (гипотезы АгсЬ1тес1е з'а) и будетъ не- 
которою функц1ей отъ Рях: В=/{Р,х), которая и теперь, 
какъ и въ случае силъ, приложенныхъ къ одной точке, должна 
быть вида Р^{х). Для определен1я функщи /(х) возьмемъ на 
прямой попорядку шесть точекъ С^В^АуА!^В\С^ такъ, чтобы 
СВ=БА=АБ'=БС=у и ББ'=2Б1)=2х, и приложимъ къ 
точкамъ С,А,А\С четыре равныя Р и перпендикулярныя къ 
СС силы. Складывая^ ихъ въ одну равнодействующую двумя 
различными способами, мы получимъ снова, также какъ и 
раньше, функщональвое уравнен1е (1). 

Уравнешя, которыя получаетъ В. йе Гопсепех для 
определен1я функщи Дж) все представляютъ собой частные 
случаи уравнешя В'АГешЬег<;'а. Для силъ приложенныхъ 
къ одной точке В. йе Гопсепех даетъ два уравненгяг 
одно дифференщальное 

с1у=Ых\ 



» ВаУ1е1; Ле Ропсепех, 1. с, р. 306, 



другое въ конечныхъ разностяхъ 

воторыя получаются изъ уравнен1я В'А 1 е т Ъ е г 1;'а, если одинъ 
разъ будемъ считать у=Лх величиной безконечно малой, а въ 
другой разъ положимъ 

|/=л"/2у, гс=(п+1)у, /[щ)='Рт^ у=ц'Ьлому числу. 

Оба уравнешя приводятъ О. (1е Ропсепех'а въ одному и 
тому же р%шен1Ю 

Да;)=2со8Лд;, 

гд'Ь К произвольная постоянная, которая загЬмъ опред'бляется 
услов1емъ, что ^вЬ равныя силы могутъ им^ть равнод'Ьйствую- 
щую равную нулю только въ томъ случа*!, когда он*! направ- 
лены въ противоположныя стороны и /[х) можетъ быть равно 
нулю только при .т/2. Это условхе даетъ Л=1, Дж)=2со8а7, 
откуда сл^дуетъ правило ромба и законъ сложешя силъ, при- 
ложенныхъ къ одной точк'б. 

Для силъ перпендикулярныхъ къ лин1и, соединяющей 
точки ихъ приложешя, В. де Гопсепех выводитъ уравнеше 

Д2а;)-ь2=[Да;)]^ 

получающееся изъ (1), если положимъ въ немъ х=у. О. <1е 
Еопсепех, думалъ, что этому уравнешю можно удовлетво- 
рить, только полагая Да;)=2. Если бы это было такъ, то прин- 
ципъ рычага былъ бы доказанъ. Но 0'А1етЪег1; въ цити- 
рованномъ выше мемуар']^ „Мёто1ге 8иг 1е8 рг1пс1ре8 <1е 
1а Мёсашдае'^ показЕхваетъ, что посл'бднее уравнеше В. де 
Ропсепех'а им']&етъ бол']&е общее р']&шен1е 



/[х)=Ъ' •+• Ь"*=2со8[1о8Ь.а?] , 

гд']^, какъ полагалъ Б'А 1етЬег1;, Ъ должно быть постоянно, 
но въ д'Ьйствительности можетъ быть функц1ей отъ х, кото- 
рая получаетъ прежнее значенхе, когда х сд'1лается равнымъ 
2Ху т. е. произвольной функц1ей отъ 

10^2 1о§2 
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какъ это виосл']^дств1и обнару жилъ Ь а р 1 а с е Ч Решенье 
Ьар1асе'а однако не удовлетворяетъ бод'Ёе общему уравне- 
шю В'А1етЬег1;'а и потому не соотв4тствуетъ разсматри- 
ваемой задаче механики. 

Уравнеше 0'А1етЪег('а им'Ьетъ только одно р%шен1е 

Дя;)=2со8Йл;, 

гд'Ь Ь произвольная постоянная. Самъ 0'А1етЬег1; полу- 
чаетъ ' его методомъ дифференцировашя даннымъ имъ ра- 
жЬе ^ въ 1750 году для р'1шен1я бол'Ье общаго функц10наль* 
наго уравнен1я 

Т((—а8)'\' Ч'Ц'^а8)=ЛЬГ8, 

ткЬ а постоянная, а ^уЛуГ неизв'бстныя функщи. Друг1е 
прхемы для р^шешя уравнешя 0'А1етЪег1;'а были даны 
впосл-Ьдствш Ро1880п'омъ* И СаисЬу\ 

Посл'Ь того какъ р'Ьшено уравнеше О' А1етЪег<;'а, 
остается найти произвольную постоянную К. Я упоминалъ 
уже выше, что опред^Ьленхе К, когда силы приложены къ 
одной точк'Ё, не представляетъ затруднешй. Бели же равныя 
силы приложены къ точкамъ различнымъ и д'Ьйствуютъ по 
прямымъ перпендикулярнымъ къ лин1и соединяющей точки 
ихъ приложен1я, то т^ допущен1я, которыя положены въ 
осЕОваше доказательства АгсЬ1те(1е8'а (аналогичныя съ 
предположешями В, ВегпоиШ) уже не даютъ намъ ника- 
кихъ средствъ определить постоянную Л. Затруднеше, съ 
\п^1 котор(^мъ мы зд^сь встр'^&чаемся, той же природы, какъ тЪ 
трудности, которыя встаютъ предъ нами, когда мы пытаемся 
доказать знаменитый постулатъ Эвклида: опред'блить по- 
стоянную Ь — ^значитъ опред']^лить кривизну пространства. 
Это показалъ въ первый разъ Итальянск1й ученый А. 
вепоссЫ. 

Мемуаръ А. вепоссЬ! появился въ 1869 году. Годъ 
1869, два года ему предшествующхе и три года за нимъ сл'Ь- 
дующ1е представляютъ собой зам']&чательный пер10дъ въ исто- 



С 



^ БескегсЪев впг Гш1ерта11оп йев Ё4па110П8 ^ГГёгепиеИев аих (1^ЛГёгбп- 
сев Пшев е1; ваг 1еш: пва^е <1апв 1а 1]1еог1е дев ЪавагАв. М^шохгев ргевШ^в 
& ГАсайётгб Боуа1е (1е Рапв раг Агуегв 8ауап18, 1773, р. 74. ' Мешогге впг 
1б8 рппарев йе 1а шёсашдпе. ' АййШоп аа 1пето1ге впг 1а содгЪе дае Гогте 
ппе сог(1е 1еп4ие, т1ве еп пЪгаНоп. Н1з1о1ге с1е ГАса(1ё1П1е Боуа! йе ВегИп, 
1750, Т. УХ, р. 356—360. * ТгаШ Ае 1пёсап1(111е. Первое издаше 1811, 
Тоше I; р. 14, второе иадаше, 1833, Тоте I, р. 45—50. ^ Алгебранчесшй 
аналнзъ, переводъ русск1й, р. 107—115. 



р1и радвит1я не только механики но и геометр1и неевклидо- 
выхъ пространствъ. Въ этотъ небольшой промежутокъ вре- 
мени появляются знаменитые мемуары К1етапп'а, Ве1- 
1;гат1, Не1тЬои2'а и Р. К1е1п'а. Въначал^Ь его почти 
одновременно д^лаютъ свои сообщен1я, посвященныя механив'Ь 
неевклидовыхъ пространствъ, А. ОепоссЫвъ Туринской 
Ака1[ем1и и (1е ТШу въ Бельпйской. Въ середин^^ его въ 
Германш печатается мемуаръ Е. ЗсЬегхп^'а о сил% тяго- 
т1^шя въ пространстве Лобачевскаго. Наконецъ въ 
конц^Ь его почти одновременно появляются въ Германш и 
Англ1и мемуары Р. Ыпдетапп'а и "^УГ. К. С1117ог(1'а, 
которые трактуютъ механику уже съ новой точки 8р']&н1я 
А. Сау1еу и Р. Е1е1п'а и им'Ьли большое вл1ян1е на всю 
поздн'Ьйшую литературу. 

Повидимому одна и та же мысль побудила А. вепоссЫ 
и де Т111у обратиться къ изследован1ю механики неевкли- 
довыхъ пространствъ, а вменно вопросъ, не впадемъ ли мы 
въ противор']&ч1е съ принципами механики, если отвергнемъ 
подобно Н. И. Лобачевскому XI посгулатъ Эвклида 
в^ или примемъ вм'Ьст'Ь ^ К 1 е ш а п п'омъ, что прямая лин1я 
^ конечна. Размышлен{я этихъ двухъ ученыхъ привели ихъ 

однако къ различнымъ убежден]ямъ , которыя они оба 
горячо защищали въ своихъ сочинен1яхъ \ ,^3е <1ои(а18 допс 
е!: з'е йои*е епсоге" говоритъ А. СгепоссЫ * „ дп'оп пе ршззе 
аЬ8о1ишеп(; <1ёшоп1;гег 1е ро$1;и1а1:ат (1'ЁисИ(1е, дпоадие, Ыеп 
еп(еп(1и, ,|е п'ахе ра§ §ои§ 1а шатп апе <1ёшоп§(га(1оп г1доагеп8е 
йе се рг1пс1ре. ^'а^ 8еи1етеп1: 1а188ё еп1;геуо1Г дпЧ! ше рагаН; 
р1п8 ргоЬаЫе дп'оп ри188е Гоп(1ег ипе (1ёшоп81;га1;10п г1§оигеп8е 
виг ^ез по1;10П8 (1е 81;а(1дие оп де С1пёта(1дие дие 8иг де 
ригез поиопзде §ёошё1:пе". „Вапз 1а дёотёкгхе е1; йапв 1а 
тёсашдпе ^Ьёопдиез. пеп пе з'оррове" говоритъ <1е Т111у ' 
^к а(1теиге дне 1а зошше дез ап^1е8 д'ип 1;пап^1е гесИИ^пе 
801* то1пйге дпе деих апд1е8 йгох^з". 

А. СгепоссЫ первому прина^лежитъ мысль сравнить 
выражеше равнод'&йствующей 22^08%л; двухъ равныхъ силъ 
Р, д'Ёйствующихъ перпендикулярно къ лиши, соедЕгняющей 
точки приложешя^ которое даетъ методъВ. <1е Ропсепех'а 
усовершенствованный О' А 1 е ш Ъ е г ('омъ, съ выражешемъ, 
которое можно получить при помощи изв'Ёстнаго построен1я 
теор1и сходящихся силъ. „Пусть приложены къ точкамъ 



^ с», прилагаемый списокъ мемуаровъ. ' ЬеИге а М. <)ае1е1е1; зиг 
йгуегвев ([певиопв таШтаМ^аев, р. 189^190. ^^ Б1а(1е8 (1е Месап1д11е аЬ81га!1е, 
р. 97 отд^иьнаго оттиска. 
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^. и -4' въ одной плоскостп дв4 равныя силы РиР, перпенди- 
кулярныя къ прямой АА^ и дв^ друпя равныя силы ^ и ^* 
дМствующхя по той же прямой, причемъ первыя направлены 
въ Одну сторону, а посл'Ьдв1я въ противоположныя: эти дв* 
силы ^ и ^' взаимно уничтожатся и равнод']&йствующая че- 
тырехъ силъ будетъ такова же какъ и двухъ силъ Р и Р; 
она будетъ сл']&довательно перпендикулярна къ прямой АА! и 
пройдетъ черезъ ея средину В. Пусть II равнодействующая 
Р ^ ^у В равнодействующая Р и ^': когда Р и Р даны, 
то можно определить ^ а ^^ такимъ образомъ, чтобы направ- 
лен1я дтихъ равнодействующихъ проходили черезъ данную 
точку С перпендикуляра (къ АА') ВС\ кроме того ихъ дей- 
ств1е изобразится одной силой Р^х) направленной поБС, где 
х=АВ. Но называя черезъ а и /? углы АВС=ВАС или* 
^АВ^^'АЬ\ и АСВ или АСВ, мы имеемъ 



_р,_ в _ -Р 



В=В 



соза бша 



и равнодействующая равныхъ силъ В и В\ направлен1я ко- 
торыхъ образуетъ уголъ 2^^ будетъ 2Всо^, Отсюда следуетъ 

Р/^(х)=2Всо^/3=2Р^^ ' 

8ша 

или СО^Ьх 81Па=С08/? 

— соотношенхе между углами а и/? прямоугольнаго приточке 
В треугольника АВС и стороной его х=АВ противополож- 
ной съ угломъ /?. 

„Решеше Ропсепех'а соответствуетъ частному ел учаю^ 
Ь=0\ и следовательно мы будемъ иметь со8^=8ша, т. е. 
углы а и у5 дополнительны. Мы будемъ иметь такимъ обра- 
зомъ треугольникъ АВС^ въ которомъ сумма угловъ равняется^ 
двумъ прямымъ, чего достаточно чтобы установить постулатъ 
Эвклида и геометрш Эвклидов у. 

Можно напротивъ предположить, что Ь отлично отъ ну- 
ля. Тогда, если положимъ к=}/- 1/г съ действительнымъ г, 
та же формула даетъ намъ геометрш Лобачевскаго или 
неевклидову гиперболическую, называемую тд^кже псевдосфери- 

^(ССКОЮ. 



у!^ » 8иг ип Мёто1гв.Вау1е1 Ле Гопсепех е! впг 1е8 ОёотёМев ^"ои-ЕисИ- 

^^ а1евя, р. 373-374. 
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Возможны еще друг1е предположен1я относительно К 
Можно положить }1=1/г съ д'Ьйствительнымъ г: полученное 
соотношен1е будетъ тожественно съ формулой сферической 
тригонометр1и, т. е. съ изв'Ьстнымъ соотношенхемъ между 
двумя углами и стороной прямоугольнаго треугольника и г 
будетъ рад1усомъ сферы. Мы приходимъ такимъ образомъ къ 
геометр1и сферической или эллиптической. 

Вотъ какимъ образомъ эти три геометрхи, евклидова и ли 
параболическая, неевклидова гиперболическая и неевкли- 
дова эллиптическая, вытекаютъ изъ одной и той же формулы, 
къ которой приводятъ насъ вопросы, изучаемые въ мемуар']^ 
Ропсепех'а" Ч 

Къ подобнымъ же результамъ приходитъ и йе ТхПу, 
изучая кинематику твердаго т-бла. Отвергая XI постулатъ 
Эвклида и предполагая, что прямая безконечна, въ своеыъ 
большомъ мемуар* „Е^ийез йе Мёсашдие аЬз^-аке" йе Т111у 
показываетъ, что кинематика твердаго т^лв, приводитъ насъ 
или къ формуламъ Эвклидова пространства, или къ фор- 
муламъ пространства Лобачевскаго. Эти формулы йе 
ТШу получаетъ весьма просто помощью закона сложешя 
скоростей, которыми одновременно обладаетъ движущаяся 
точка. Предположивъ, что составная скорость пропорщональна 
составляющимъ, отношен1е составной скорости къ одной изъ 
двухъ взаимно-перпендикулярныхъ составляющихъ йе ТШу 
называетъ кинематическимъ косинусомъ угла между направ- 
лен]емъ составной и составляющей и кинематическимъ си- 
нусомъ дополнительнаго угла. Введя зат^мъ новое предполо- 
жен1е ', что сложен1е скоростей обладаетъ ствойствомъ ком- 
мутативности и ассоц1ативности, онъ выводитъ функщональ- 
ныя уравнешя для кинематическихъ косинуса и синуса и по- 
казываетъ тожество этихъ функщй съ обыкновенными коси- 
нусомъ и синусомъ. Такимъ образомъ йе ТгПу приходитъ 
къ тому же закону сложен1я скоростей, который мы им']&емъ 
и въ Эвклидовомъ пространств*. 

Во изб'Ёжаше недоразум^шй я долженъ зд^сь огово- 
риться. Законъ сложешя силъ и скоростей въ Эвклидо- 
вомъ пространств'1 представляется въ двухъ различныхъ 
формахъ: въ геометрической, въ каковомъ случа'Ь онъ назы- 
вается закономъ параллелограмма, и въ аналитической, когда 
онъ выражается совокупностью уравнен1й 



лжруетъ 



^ 1. с, р. 375. * Этого иредаодохен!! ^ е Т 1 1 1 у явно не форму- 
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Р _ ^ „ д 

81П(Л^) 81П(РВ) 8Ш(Ре) 

(РВ) + (ад=(Рв) 

гд4 Р,в суть величины составиющихъ, В — равнодействующей, 
а (Р@), (^^^), (Р7!) углн между нанравлешями составляющихъ 
и равнод']&йствующей. Въ пространствахъ неевклидовыхъ нЪтъ 
параллелограмма, и по прим'бру (1е Т111у и другихъ, говоря, 
что скорости и силы въ неевклидовыхъ пространствахъ склады- 
ваются по тому же закону, какъ и въ пространств'^ Э в к л и д а, 
будемъ подразум']&вать аналитическое выражен1е закона ело- 
жешя. Къ этому зам'Ьчашю мы еще вернемся вцосл']^дств1и. 

Переходя къ изучешю кинематики, д е Т 1 1 1 у прежде 
всего указываетъ на то, что твердое т^ло можетъ им^ть въ 
пространстве Лобачевскаго вращательное движенхе, при ко- 
торомъ точки лежащ1я на одной прямой, оси вращен1я, оста- 
ются неподвижными, и поступательное движен1е, при которомъ 
не изменяютъ своего положен1я плоскости, проходящ1я чрезъ 
прямую, директрису поступательнаго движен1я. Важно заме- 
тить, что теперь у поступательнаго движешя только одна 
директриса, тогда какъ въ Эвблидовомъ пространстве всякая 
директриса можетъ быть заменена другой съ пей параллель- 
ной. Сложен1емъ безконечно малыхъ поступательныхъ и 
вращательныхъ дбижен1й, у которыхъ оси лежатъ въ одной 
плоскости, йе Т111у занимается довольно подробно. Онъ 
изследуетъ главнымъ образомъ следующхе случаи: 1) оси 
(директрисы) сходятся въ одной точке. 2) перпендикулярны 
Бъ одной прямой и 3) параллельны, причемъ между законами 
сложен1я поступательныхъ и вращательныхъ движешй, обна- 
руживается аналопя более полная, чемъ въ Эвклидовомъ 
пространстве. 

Въ главе, посвященной статике, й е Т 1 1 1 у находитъ за- 
конъ сложешя силъ приложеаныхъ къ одной точке совер- 
шенно темъ же способомт, какъ раньше онъ определялъ со- 
ставную скорость точки по ея составляющимъ. Допуская за- 
темъ, что действхе силы съ перемещен1емъ точки приложен1Я 
вдоль прямой, по которой действуетъ сила, не изменяется, йе 
ТШу вводить П0НЯТ1Я о паре силъ и разсматриваетъ сло- 
жеше силъ лежащихъ въ одной плоскости 1) когда направ- 
лен1я силъ пересекаются, 2) когда оне перпендикулярны къ 
одной ЛИН1И и въ 3) оне параллельны \ При ьтожь обнару- 



^ Р1|Шен1емъ т^иъ же задачъ занимается П. Юшкевичъ въ своеА 
работе: о сложен1и силъ въ типерболичесБОмъ пространств'^. В'&сти. Оп. Ф. 
Эх М., 1898 г., сем XXII. 
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живается, какъ и следовало ожидать, анадопя между сложе- 
Н1емъ силъ и паръ съ одной стороны и вращен1й и поступа- 
тельвыхъ перем'Ъщешй съ другой. 

Объ а^Ьхъ главахъ мемуара де Т111у, Еоторыя посвя- 
щены кинетик"]^ твердаго т'1ла и механик'Ь системы, я буду 
говорить ниже въ связи съ работами другихъ авторовъ, раз- 
сматривавшихъ т^ же отделы механики. 

Недавно появилось несколько зам'Ьтокъ ^ французсваго 
ученаго ^. Ап(1гас[е'а, по своему характеру примыкающихъ 
къ работам!» А. ОепоссЬ! и ^е ТШу. Выставляя опред'Ь- 
ленн'Ье, ч']&мъ это д']^лаютъ А. СгепоссЫ и (1е ТШу, т*! 
предположен1я, которыя необходимы для особнован1я теор1и векто- 
ровъ, ^. Ап(1га(1е сводить задачу сложешя векторовъ построе- 
Н1ЯМИ подобными построен]ямъ названвыхъ ученыхъ къ функ- 
щональному уравнен1Ю Б' А 1 е т Ь е г 1'а и показываетъ, раз- 
суждая какъ и А. ОепоссЫ въ выше цитированномъ и%ст^ 
своего мемуара, что понят1е объ эквивалентныхъ системахъ 
векторовъ непосредственно приводить насъ къ метрическимъ 
свойствамъ трехъ геометрхй Эвклида, Кхетапп'аиЛоба- 
чевскаго. 

А. ОепоссЬ!, йеТхИу и I. Апйгайе им-бли одну и 
ту же ц^ль: найти законы сложен1я векторовъ (силъ, скоро- 
стей) и показать, какимъ образомъ учен1е объ эквивалентныхъ 
системахъ векторовъ приводить насъ къ геометр1ямъ трехъ 
типовь. Эти три ученые разсматривали механику (теор1Ю 
векторовъ) съ точки зр'6н1я метрической геометр1и. Но йъ 
1871 году Г. К1е1п обратилъ всеобщее внимаше на мемуа- 
^ ръ А.Сау1еу ^А 81х1;^У1ето1г4 проп ^иап^^С8 " , напечатанный 
еще въ 1859 году, гд* А. Сау1еу выводить формулы про- 
эктивной геометрш, въ которыхъ, какъ частный случай, содер- 
жатся формулы метрической геометр1и Эвклидовой пло- 
скости и сферической тригонометр1и. Зам'Ьчая, что формулы 
А. С а у 1 е у могуть быть распространены на пространство трехъ 
и большаго числа изм']^рен1й и видоизм'Ьнены такимь обра- 
зомъ, что он* будуть обнимать формулы метрической геомет- 
р1и не только Эвклидова пространства, но и всякаго про- 
странства постоянной кривизны^ Р. К1е1П въ ц^ломь ряд'Ь 
мемуаровь, посвященныхъ неевклидовой геометр1и, показы- 
ваетъ, что проэктивная геометртя независить отъ теор1и па- 
раллельныхъ, и можеть быть обоснована и развита безь по- 
мощи П0НЯТ1Й о разстоян1и и объ угл^. Изсл']&довашя А. С а у 1 е у 



' Перечень занФтокъ Л. Ап<1га<1е'а си. въ прилагаемомъ спнсхФ. 
Д. Ап<1га(1е повидимоху не зналъ о работахъ ОепоссЫ н (1е Т111у. 



14 



и Е. Е1е1п'а обнаруживаютъ таки&съ образомъ весьма важ- 
ное значен1е проэвтивноЁ геометр1и. Эта отрасль геометрш 
ножетъ быть развита совершенно самостоятельно независимо 
отъ геометр1и метрической, она является частью геометрш 
общею для вс']&хъ пространствъ постоянной кривизны, нако- 
нецъ она даетъ поразительно простое в ясное толковаше ме- 
трическимъ отношея1ямъ этихъ пространствъ. Съ точки зрЬ- 
Л1Я проэктивной геометрш ,,метрическ1я свойства фигуры не 
представляютъ собой свойства фигуры безъ отношен1я къ че- 
му либо другому, но ея свойства въ связи другой фигурой" *, 
поверхностью второго порядка, которую обыкновенно , по 
примеру А. Сау1еу, называютъ абсолютомъ, а движешя 
неизм']^няемой системы представляютъ собой ташя коллинеар- 
ныя преобразовашя, которыя не изм^няютъ абсолюта ^ Въ 
и8СЛ']^дован1и этихъ преобразован1й съ различныхъ точекъ 
вр^шя и заключается задача механики. 

Говоря о работахъ Р. К 1 е 1 п'а, я остановлюсь несколь- 
ко подробн'бе на принцип'1 двойственности въ механик'^ твер- 
даго т^ла, принцип'6, котораго касается Р. К 1 е 1 п въ своемъ 
мемуар-Ь „Койг, Ъе1:геЯепй йеп 2и8аттепЬап§ йег Ышеп- 
§еоте<;пе т!* йег МесЬап1к з^аггег Кбгрег". Я полагаю, что 
_ зд4сь болЬе чЬмъ гд* либо ум-Ьстно говорить объ этомъ прин- 
цшгЬу такъ какъ нигд'Ё онъ не проявляется полн'1е и совер- 
шенн'Ёе, ч'Ёмъ въ геометр1и и механик*]^ неевклидовыхъ про- 
странствъ. 

Въ механик*]^ твердаго т^ла двойственность проявляется 
въ различныхъ направлен1яхъ. 

Во-первыхъ въ той аналог1п, которая существуетъ между 
двумя отделами механики, кинематикой и динамикой твердаго 
т'Ьла. Причину ея мы должны вид'^ть въ формальномъ тоже- 
ств*]^ законовъ сложен1я силъ и угловыхъ скоростей, и въ 
возможности не изменяя д'1йств1я силы переносить точку ел 
приложен1я вдоль прямой, по которой д'Ьйствуетъ сила. Эта 
аналопя существуетъ въ Эвклидовомъ пространств'^, какъпо- 
казалъ Ро1П8о1;, существуетъ также и въ пространствахъ 
неевклидовыхъ, какъ это видно изъ изсл'^Ьдованш (1е ТШу, 
Г. Ыпйетапп'а и другихъ. 

Въ каждомъ изъ двухъ сейчасъ у помяну тыхъ отд^ловъ 
механики твердаго тЬла въ свою очередь проявляется двой- 
ственность. Ьа^гап^е^ первый показалъ, что вращешя, 
оси которыхъ пересекаются между собой, складываются такъ, 



* С а у 1 в у, 1. с. р. 90. * Р. К 1 е 1 п, см. инже. ' Мёсапгдие АпаХуН^ие. 
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какъ складываются посту аательныя перем'^^щешя. Ро1П8о1;^, 
введя понят1е опар%, обнаружить тожество между сложешемъ 
силъ, приложенныхъ въ одной точк']^, и сложешемъ моментовъ 
паръ. Но на этомъ въ Эвблидовомъ пространстве и прекра- 
щается аналог1я между силой и угловой скоростью съ одной 
стороны и между парой и поступательной скоростью съ другой. 
Не такъ однако^ повидимому, полагали Ро1П8о1; иПйскег^, 
какъ можно заключить по н']&которымъ м'бстамъ въ сочине- 
шяхъ этихъ ученыхъ. „Однако это весьма 8ам']&чательно^ гово- 
рить Ро1П8о1;, „что одна нтаже книга, посвященная наук^ 
о силахъ, не переставая быть точной и не переставая тракто- 
вать ту же самую науку, могла бы быть понята двумя раз- 
личными способами, смотря по тому, свяжемъ ли мы со сло- 
вомъ сила идею о причин'^ поступательнаго движен1я или 
идею совершенно отличную — о причин* вращешя" *. Но въ 
словахъ Ро1П8о1; и въ мысляхъ , который высказываетъ 
Р 1 И с к е г, заключается н'Ькоторая неточность, на что впервые 
обратилъ вниман1е Р. К 1 е 1 п ^ въ цитированномъ выше 
мемуар*]^. Въ самомъ д']^л*, сила д^йствуетъ по определен- 
ной прямой ЛИН1И, вращен1е твердаго т^ла происходить 
вокругъ определенной оси. „Но соединить пред став леше о 
силе съ определенною осью, т. е. вообразить себе силу, 
которая свободное твердое тело стремилась бы повернуть 
вокругъ определенной прямой лин1и также невозможно, какъ 
невозможно соединить съ определеннымъ лучомъ представле- 
ше о (поступательномъ) безконечно маломъ движен1и, кото- 
рое должно было бы перемещать тело по одной вполне опре- 
деленной прямой лин1и. Вращающая сила, т. е. пара силъ, 
не имеетъ одно'й оси, но безконечное множество, у которыхъ 
задано только направлеше; равнымъ образомъ при поступа* 
тельвомъ движеши скользить не одинь единственный лучь 
вдоль самого себя, но одновременно и все параллельные 
лучи. Нельзя следовательно геометрическаго представлешя 
объ оси соединить съ механическимь — вращающей силы и 
геометрическое представлен1е луча съ механическимь — о 
поступательномъ движенш. Речь можеть идти только о силахь, 
который действу ють по прямымь лин1ямь и объ движен1яхъ, 
которыя происходять вокругъ прямыхь". Причина этого 
заключается въ недуалистическомь характере нашего меро- 



* Ё1ётеп15 <1е 3(а1^^ав. ' Рапйатепи! Ухе^гз ге^аг<11п^ МесЪашсв. 
Кеие ОеотеМе ^ев Капшев, $ 25. '^ ТЬеог1е попуеПе <1е 1а гоиНоп Аез 
согрз, § 20. ^ Надо заметить, что Р. К 1 е 1 п говоритъ только о Р 1 а с к е г'!Ь 
н не упоминаетъ Р о 1 п 8 о 1;. 
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опред^лев]я. „Это н^роопред^ленхе связано, Бакъ известно, 
съ кривой второго порядка, съ безконечйо удаленнымъ мни- 
иымъ кругомъ. Цо можно по прим']^ру А. Сау1еу создать 
общее м*роопред4лен1е, при которомъ поверхность второго- 
порядка общаго вида играетъ такую же роль, какую раньше 
играла плоская кривая. Если введемъ такое м'&роопред^лен1е 
и зам^нимъ одновременно оо^ движен1й вашего пространства 
такимъ же числомъ коллинеарныхъ преобразован1&, которыя 
основную поверхность оставляютъ неизм'Ьнной; — то мы можемъ 
одновременно говорить о силахъ, которыя д^^йствуютъ по пря- 
мымъ (я назову ихъ поступательными) и которыя дМствуютъ 
вокругъ прямой (вращательныя), и объ движен1яхъ, которыя 
происходятъ вокругъ прямой и по прямой. Но оба рода силъ 
и оба рода движен1й тожественны. Вращен1е вокругъ прямой 
это тоже самое, что поступательное движете вдоль прямое 
полярной съ ней по отношен1Ю къ основной поверхности 
второго порядка. Равнымъ образомъ сила, которая дфйствуетъ 
по прямой это то же, что сила, которая стремится вращать 
вокругъ ея поляры". Эти слова Р. К1е1п'а* застав ляютъ 
насъ ожидать для неевклидовыхъ пространствъ аналог1и 
бол^е полной ч^мъ въ пространстве эвклидовомъ между силой 
д-Ьйствующей по прямой и угловой скоростью съ одной сто- 
роны и силой вращающей и поступательной скоростью съ 
другой. Такая аналог1я д'Ьйствительно существуетъ, какъ пока- 
зываютъ изсл'Ьдован1я (1е Т111у, Е. Ь1П(1ешапп'а и дру- 
гихъ (ср. сл4дств1е изъ теоремы III § 69), 

Въ Геометр1и, какъ известно, принципъ двойственности 
проявляется въ соотв'Ьтств1и между свойствами фигуръ, кото* 
рыя можно построить, принимая одинъ разъ за элементъ 
точку, а въ другой разъ плоскость. Это соотв4тств1е^ въ слу- 
чае Эвклидова пространства распространяясь только на 
проективныя свойства фигуръ, проявляется и по отношен1ю 
къ метрическимъ, если мы за абсолютъ примемъ поверхность 
второго порядка, не вырождающуюся ни въ коническое с^чеше 
ни въ конусъ, или если Эвклидово пространство сопоставимъ 
съ пространствомъ, длякотораго абсолютомъ служитъ конусъ 
второго порядка. Это обстоятельство даетъ возможность осу- 
ществить мысль некогда высказанную СЬа81е8'емъ ^, а 
именно на ряду съ механикой точки построить механику, 
принимающую своимъ элементомъ плоскость. Мы можемъ 
говорить о скорости и ускорен1и плоскости^ о вращающее 
снл'Ь къ ней приложенной (и о поступательной сил'Ь прпло- 



* 1. с, р. 411—412. " Арег^и Н181ог14йе, Ко1в XXXIV. 
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женной къ ея полюсу относительно абсолюта). Мы можемъ 
ввести понят1е о ыасс']^ плоскости, называя такимъ образомъ 
отношен1е вращающей силы, ириложенной въ плоскости, въ 
прйращен1Ю угловой скорости и т. д. Этой идеей широко 
пользуется Р. Ыпйетапп въ своемъ мемуар*, окоторомъ 
у насъ сейчасъ будетъ идти р^чь. Нужно однако заметить, 
что К. Ыпйетапп, разсматривая неизменяемую систему, 
какъ систему плоскостей, им^лъ въ виду только кинематику 
и динамику и не касался кинетики. 

Наконецъ принципъ двойственности проявляется въ ме- 
ханик'Ь въ области т-Ьхъ идей, которыя были развиты Р1й- 
скег'омъ ^ и Е. 8. Ва1Гемъ^: въ теорш линейнаго ком- 
плекса и въ теорхи винтовъ. Прежде ч'Ьмъ говорить объ 
этой новой форм* двойственности, я долженъ сказать о ко- 
ординатахъ випта, для чего обращусь къ изложен1ю мемуара 
Г. Ь1П(1етапп'а „ПеЬег ипепйИсЬ к1еше Ве^е^ип§еп ипЛ 
йЬег КгаЙ8у8<;ете Ье! а11дете1пег ргозес1;1У18сЬег МаззЬевИт- 
юипд". 

Р. Ыпйетапп, становясь на точку зр^шя А. С а у 1 е у 
и Р. К1е1п'а, изсл'Ьдуетъ безконечно малыя движешя не- 
изм'Ьняемой системы. Показавъ, что кинематика твердаго т'6- 
ла въ неевклидовыхъ пространствахъ также т'Ьсно связана съ 
линейнымъ комплексомъ, вавъ и въ Эввлидовомъ, Р. Ь1П- 
детапп весьма подробно останавливается на изсл^дованш 
этой зависимости. Одному и тому же движен1ю соотвЬтствуетъ 
два линейныхъ вомплевса: одинъ — его Р. Ыпйетапп назы- 
ваетъ вращательнымъ — подчиняетъ важдой точк* плоскость 
перпендикулярную [§ 23] къ перем-Ьщетю точки, другой, посту- 
пательный, подчиняетъ каждой плоскости точку въ ней лежа- 
щую и перпендикулярную [§ 23] къ оси, вокругъ которой вра- 
щается плоскость. Для каждаго луча въ одномъ комплексе 
можно найти въ другомъ лучъ съ нимъ полярный поотноше- 
В1ю къ абсолюту: комплексы взаимно полярны. Всякое без* 
конечно малое движеше можно зам'ЗЬнить двумя безконечно 
малыми вращен1ями вокругъ двухъ прямыхъ сопряженныхъ 
по отношен1ю къ вращательному комплексу и двумя поступа- 
тельными движен1ями по двумъ прямымъ сопряженнымъ отно- 
сительно поступательнаго. Координаты поступательнаго и вра- 



* Nеае (хеошеМе (1ев Каптеа. ' Мвогочяслеянне мемуары Б. 8. 
В а 1 Гя систематически излохснп въ Енигахъ: В. 8. В а 1 1, Ткеогу оГ асге^нгв; 
и. СггауеИаз, ТЪеогШвсЪе Мес11ап1к8иггег 8у81;ете. Краткое резюме каждаго 
хеиуара В. 8. ВаИ можно найти въ яосд1Ьднехъ мемуар:Ь Б. 8. ВаИ'я. 
ТЬе 1^е1Л11 апй сопс1и(11п§: тетои* оп Ле 1Ъеогу оГ 8Сгв1Г8 1г11Ъ вдттагу, 
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щательнаго комплекса Г. Ыпдетапп называетъ коорди- 
натами движеБ1я, 

Всяк1й линейный комплексъ им^етъ вообще говоря толь- 
ко четыре луча, лежащихъ на абсолют:!»; два изъ нихъ при- 
надлежать къ одной систем']^ образующихъ абсолюта, два 
другихъ— къ другой. Дв* взаимныя поляры, пересЬкающхя 
дги четыре луча Е. Ь^пАетапп называетъ осями комлекса. 
Вращательный и поступательный комплексы, соотв4тствующ1е 
одному и тому же движеыш, им^^ютъ общ1я оси: неизм'Ёняемая 
система въ одно и тоже время скользитъ вдоль этихъ осей и 
вращается вокругъ нихъ; он-Ь служатъ осями винтового дви- 
жен]я, представляющаго собой самый общ1й случай движен1я 
неизм'Ёняемой системы. Такимъ образомъ въ неевклидовой ме 
хвшпЛ ВСЯК1Й винтъ можетъ быть заданъ линейнымъ ком- 
плексомъ и подобно последнему им'Ьетъ дв*! взаимно поляр- 
ныя оси. Координаты комплекса служатъ координатами винта. 

Въ связи съ движен1емъ неизм^^няемой системы нахо- 
дится еще одинъ комплексъ второго порядка, комплексъ 
Кеуе'я, представляющ1й собой совокупность всЬхъ прямыхъ, 
по которымъ перемещаются всЬ точки системы и вокругъ 
которыхъ вращаются всЬ плоскости системы. 

Чтобы сложить два безконечно малыхъ движенхя надо 
сложить ихъ соотв'Ьтствующ1я координаты. Въ частномъ слу- 
чае, когда оси двухъ вращен1й или директрисы двухъ посту- 
пательныхъ движен1й пересекаются, скорости складываются 
также, какъ и въ Эвклидовомъ пространстве. 

Переходя къ динамине Р. Ь1П(1етапп заранее пред- 
решаетъ аналопю между поступательными и вращательными 
силами съ одной стороны и вращательнымъ и поступатель- 
нымъ перемещешемъ съ другой, определяя законъ сложешя 
силъ такимъ образом'].: вращательныя и поступательныя силы 
складываются такъ, какъ поступательныя и вращательныя 
перемещешя. Отсюда уже само собой следуетъ, что системы 
силъ находятся къ линейнымъ комплексамъ въ такомъ же 
отношеихи, въ какомъ и безконечно малыя перемещеп1я. Мы 
можемъ такимъ образомъ говорить о поступателъномъ и вра- 
щательномъ силовыхъ комплексахъ и силовомъ винте. 

Подробно останавливается Р. Ь1пйетапп на выводе 
главнейшихъ метрическихъ формулъ линейчатой геометр1и и 
на теор1и моментовъ. Две ве-цичины характеризуютъ собой 
относительное положенхе двухъ прямыхъ лин1Й: одну изъ нихъ 
Г. Ып(1етапп называетъ косинусомъ угла между двумя 
прямыми, а другую моментомъ прямыхъ; последняя представ- 
ляетъ собой косинусъ угла между одной изъ данныхъ пря- 
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мыхъ и полярой по отношен1Ю къ абсолюту другой пря- 
ной. Нужно однако 8аи']Бтитъ, что истинное значен)е этихъ 
двухъ величинъ осталось Г. Ьхпйетапп'у неизв'Ьстнымъ. 
О во было раскрыто впосл*дств1и Н е а * Ь'омъ ' и Н. Со х'омъ ^: 
велпчина, которую Р. Ь1П(1етапп называетъ косинусомъ 
угла между прямыми, а А. Сау1еу назвалъ впосл-Ьдстеш 
комоментомъ прямыхъ (я буду пользоваться герминомъ 
А. Сау1еу) есть произведете косинусовъ угла и разстояшя 
между пряными, моментъ же двухъ прямыхъ есть произведе- 
Б1е синусовъ т-Ьхъ же величинъ. 

Можно различать два момента силы относительно пря- 
мой: комоментъ ' (его Р. Ыпйетапп называетъ УегзсЫе- 
Ъпп^зтотеп!;) равный произведен1ю силы на комоментъ между 
данной прямой и лин1ей, по которой сила д^йствуетъ, и соб- 
ственно моментъ (его Г. Ьхпйетапп называетъ Ео1;а1:10П8- 
тотеп!) равный произведен1Ю силы на моментъ между т^ии 
же прямыми. Эти основныя понят1я приводятъ Р. Ъ1П(1е- 
П1 а п п'а къ общему понят1ю о комомент*]^ и момент']^ системы 
€илъ относительно даннаго линейнаго комплекса. Зам']^чу зд'бсь, 
что выводомъ основныхъ метрическихъ формулъ линейчатой 
геометр1и и теор1ей моментовъ занимались впосл']&дств1и К. 8, 
Ва11 ^Н. Соx^К.Неа^Ь^А.ВисЬЬе^т^ А. Сау1еу^ 
1Тосл^лн1е четыре упрощали задачу, выбирая координатный 
тетраэдръ такимъ образомъ, что уравнеше абсолюта содер- 
житъ только квадраты координатъ; первый пользовался винто- 
выми координатами п понят1емъ о „вектор*" СИГГогй'а, о 
которомъ у насъ р-Ьчь будетъ впереди. 

Теор1я моментовъ им-Ьетъ для неевклидовыхъ прост- 
ранствъ такое же важное значен1е, какъ и для Эвклидова про- 
странства потому, что работа, которую производить данная 
система силъ при данномъ безконечно маломъ перем'1щенш 
пропорд10нальна комоменту системы силъ относительно по- 
ступательнаго комплекса связаннаго съ перем4щен1емъ. 
Услов1е, что работа системы силъ, заданной комплексомъ 



^ (1иаг1;ег1у Лопгпа!, 7о1. XVIII. * РМ1. Тгапв., 1885, Уо1. 175. * Естн 
то.1ЬБО я правя.1ЬН0 понимаю стр. 123 меиуара Р. Ы п<1е т апп'а, то я не 
ыогу сог.1аситься съ опред4ле1иемъ, которое оыъ даетъ УегзсЫеЪнп^зто- 
1пеи1'у. Не смотря на неправильное опред^леше Р. Ыпйетапп прнходитъ 
однако къ вериымъ форнулазгь для Уег8с111еЬапбзтотеп1'а благодаря ие- 
В'Ьрной формул* (2) стр. 124. * Тгапз. оГ ЛпвЬ АсаЛегау, уо1. ХХУШ. 
* аиаг1ег1у Доигпа1, уо1. ХУШ. ^ РрИ. Тапв., 1885, ро1. 175. ^) Ргосеейхи^з 
оГ ЬопЛоп Ма111. 8ос1е1у, Уо1. ХУ, 1884, р. 94. *) Тгапв. оГ СатЬи^^е РЬИ. 
8ос1е1у, Уо1. ХУ. 

2* 
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Р(Х^У^2.Ь^М^2^}) при безконечно маломъ перем'Ьщеши, задан- 
номъкомплексомъ/7(3,//,2,/1,ДГ,Л0 равняется иулю, выражается 
равенствоыъ (если вадлежащимъ образомъ выберемъ оси ко- 
ординатъ) 

%Ь -ь НМ + г^-^- ЛХ^ МГ+ 7^^=0 (2) 

совершенно такимъ же, какъ и въ Эвклидовомъ пространствЬ. 
Это равенство служитъ основнымъ въ теор1и винтовъ К. 8. 
Ва1Гя. Но съ другой стороны оно установливаетъ между 
комплексами Р и /7 ;твисимость вполн'Ь проэктивнаго харак- 
тера. Мы можемъ поэтому утверждать, что всЬ теоремы тео- 
р1и винтовъ Эвклидова пространства остаются безъ изм'Ьнен1я 
]/[ пространствахъ неевклидовыхъ, если только он4 яосятъ 
характеръ теоремъ проэктивной геометрхн. Такъ, наприм'Ьръ, 
Г. Ьхпйетапп показываетъ, что изв'Ьстныя услов1я выве- 
денныя МдЬ1и8'омъ^ для того, чтобы 4, 5, 6 силъ прило- 
женныхъ къ твердому тЬлу уравновешивались, остаются безъ 
существеннаго изм'Ьнен1я и въ пространствахъ неевклидовыхъ. 
Но метричесшя формулы и т-Ь теоремы теорти винтовъ, въ 
которыхъ намъ приходится принимать во вниман1е отношен1е 
комплекса къ выбранному абсолюту, будутъ конечно уже ины- 
ми, ч^мъ въ пространств-Ь Эвклидовомъ. Въ прим'Ьръ могу 
привести урйвнен1е цилиндроида, которое для неевклидовыхъ 
пространствъ четвертаго порядка. 

Я говорилъ уже раньше объ аналог1и, существующей 
между кинематикой и динамикой твердаго т'Ьла. Равенство 
(2) позволяетъ установить между силами и движен1ями новое 
соотв'Ьтств1е, которое по своему характеру, какъ это зам'Ь- 
чаетъ Г. К1е1П, ближе подходитъ къ принципу двойствен- 
ности въ той его форм'Ь, какъ онъ проявляется въ проэктив- 
ной геометрхи, гд-Ь точка сопоставляется съ плоскостью. 

„Если 3;Я,2,Л,ДГ,]У будемъ разсматривать какъ пере- 
м-Ьнныя, то равенство (2) говоритъ намъ: существуетъ оо* си- 
стемъ силъ, которыя при данномъ безконечно маломъ движе- 
Н1И не производятъ никакой работы. Ихъ координаты удовле- 
творяютъ линейному однородному уравнен1Ю. Это мы можемъ 
выразить еще такимъ образомъ: 

Однородное линейное уравненге между координатами 
системы силъ представляетъ безконечно малое движенге\ со- 
вершенно въ томъ же смысл^Ь, какъ въ аналитической геомет- 
рш линейное однородное уравненхе между точечными коордк- 



^ ЬеЬгЪпсЬ Аев 81а11к, $ 98 и сл1дующ1е. 
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ватами, которое показываеть, что разстояи1е точки отъ некото- 
рой плоскости равняется нулю, представляетъ эту плоскость. 

Если же напротнвъ будемъ разсматривать Х^У,:Х,Ь.М.К, 
какъ перем'Ьнныя, то наше равенство говоритъ: существуетъ 
со* системъ безконечно малыхъ двйгкен1й, при которыхъ дан- 
ная система силъ не производитъ работы. Ихъ координаты 
удовлетворяютъ линейному однородному уравнен1ю. Иначе это 
можно выразить такимъ образомъ: 

Однородное линейное уравненге между координатами 
безконечно малаго движенгя представляешь систему силъ со- 
вершенно также, какъ, если мы останемся при только что 
«^ взятомъ прим-Ьр^ изъ аналитической геометр1и, линейнымъ 
уравнен1емъ между плоскостными координатами представляется 
точка" Ч 

Р. Ьхпйетапп въ своему мемуар^ даетъ хиассифи- 
ващю движен1й неизм'1няемой системы основанную на числ'Ь 
прямолинейныхъ образующихъ абсолюта, которыя не изм*]^- 
няютъ своего положен1я при движен1и и совпадаетъ въ сущ- 
ности съ приведенной ниже въ IV глав*. Одно изъ движе- 
шй, неизм1>няющее положен1Я всЬхъ прямолинейпыхъ образу- 
ющихъ одной системы и двухъ образующихъ другой, отли- 
чается отъ вс'Ьхъ другихъ необыкновенной простотой. ЛУ". К. 
С И По г й, мемуаръ котораго „Рге11т1пагу 8ке1:сЬ оГ В^^иа- 
1;егпюп8" появился одновременно съ мемуаромъ К. Ь1П(1е- 
шапп'а. обратилъ на это движен1е особенное вниман1е, какъ 
на движен1е самое элементарное, вполнЬ аналогичное по 
сиоимъ свойствамъ съ движенхемъ поступательнымъ въ Эвкли- 
довомъ пространств'Ь и могущее служить основан1емъ при 
изсл-Ьдовапхн вс4хъ другихъ бо.гЬе сложныхъ движен1й. Это 
движете находится въ т-Ьспой связи съ с^ той системой пря- ^ 
мыхъ лиши, которыя ЛУ". К. СИИог а назвалъ параллель- 
ными. 

Вопросъ о томъ, как1я лишп мы можемъ назвать парал- 
лелЕ>ными въ неевклидовыхъ пространствахъ, по существу, 
какъ и ВСЯК1Й вопросъ объ обоб|цен1и того или другого по- 
нят1я, есть вопросъ неопределенный. Н. И. Лобачевск1й 
назвалъ параллельными двЬ лип1и пересЬкающхяся въ безко- 
нечно удаленной точкЬ, т. е., если мы станемъ на точку зрЬ- 
Н1Я Л. О а V 1 е V и Р. К 1 е 1 п'а, дв* лип1и по Лобачевскому 
параллельны, когда он* пересекаются на абсолюгЬ. Прин- 



^ р. К1е1п. N0112, Ье1геЯб1](1 (1еп 2и8атшеп]1а11? йсг Ы1иеп ^еоте1пе 
В111 йег Мескашк 81аггег Кигх^ег. М. А. Вапй. IV, р. 413—414. 
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цииъ двойственности тотчасъ же внушаетъ наыъ мысль, что^ 
роль аналогичную съ этими параллельными должны играть 
ЛИН1И, который лежатъ въ одной плоскости касательной къ 
абсолюту и им-Ьють то общее съ параллельными Лобачев- 
скаго, что он'Ь иерес^каютъ одну и ту же пару прямолиней- 
ныхъ образующихъ абсолюта, принадлежап^ихъ къ различ- 
нымъ системамъ. Отсюда вытекаетъ опред^ленхе, которое 
даетъ параллельнымъ А, С а у 1 е у ^ и которое приводитъ въ 
свою очередь къ новому, третьему, типу параллельныхъ. ВсЬ 
эти три вида параллельныхъ я называю параллельными 
Н. И. Лоб ач ев ска го [§55]. 

Ж К. С И По г й первый обратилъ внимаше, что поня- 
Т1е о параллельныхъ можетъ быть обобп^ено въ другомъ иа- 
правлен1и. Онъ называетъ параллельными лиши, которыя пе- 
ресЁкаютъ дв'Ё прямолинейныя образующ1я абсолюта одной 
и той же системы, причемъ, смотря по тому къ какой системе 
принадлежатъ образующ1я, онъ различаетъ право — п л'Ьзо — 
параллельная [§55]. Параллельныя ЛУ. К. С1117ог(1'аобла- 
даютъ многими замечательными свойствами, вполне аналогич- 
ными со свойствами параллельныхъ въ Эвклидовомъ простран- 
ств-Ь: дв-Ь ЛИН1И параллельныя третьей параллельны между 
собой; вс'Ь точки одной изъ двухъ параллельныхъ находятся 
на равныхъ разстоян1яхъ отъ другой; если лишя встр'Ьчаегъ 
дв'Ё параллельныя, то она образуетъ съ ними равные углы; 
если черезъ всЬ точки какой нибудь прямой лин1и проведемъ 
рядъ параллельныхъ лин1й, то он'Ь образуютъ поверхность 
нулевой кривизны, названную впосл'Ьдств1и Г. К1е1п'омъ* 
поверхностью ^. К. СИ^Гогй'а. Но одно изъ наибол'Ье зам'Ь- 
чательныхъ свойствъ параллельныхъ ^. К. СИПогй'а 
находится въ связи съ тЬмъ движен1емъ, о которомъ шла 
р-Ьчь выше, а именно если неи.зм'Ьняемая система получаетъ 
одновременно равныя вращен]я вокругъ двухъ взаимныхъ 
поляръ,то всЬ ея точки движутся по параллельнымъ лин1ямъ, 
проходя равныя разстоян1я^ и тЬло въ одно и то же время 
и скользитъ вдоль каждой изъ пара^глельныхъ и вращается 
вокругъ каждой изъ нихъ. Каждая изъ параллельныхъ можетъ 
быть разсматриваема какъ ось винтового движенгя, причемъ 
каждой оси отв-Ьчаетъ одинъ и тотъ же параметръ, зависящ1й 
исключительно отъ кривизны пространства и обращаюацйся 
въ безконечность въ пространств* Эвклида. Это движен1е 



* Коп-Еае1|Й1ап веоте1гу. * М. А., Ваш1. XXXVII. СлЬдуетъ заметить, 
что на эту поверхность обрати.тъ вн11маи1б ухз Р. Ь 1 п (I е т а п п, хотя отъ. 
посл1;дн&го уЕрплись иног1я зам'Ьчательння ея свойства. 
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вполне аналогичное съ поступательнымъ движен1емъ въ 
Эвклидовомъ прастранств-Ь, въ каковое оно и обращается, 
когда неевклидово пространств^ выраждается въ Эвклидово^ 
\У^. К. СИГГог Д_ лазыва5Хъ_ > вектоуюмъ " ^ — правымъ, если 
точки тБла движутся по систем? право-параллельныхъ и 
л-Ьвымъ — въ противномъ случа*. Всякое движете однимъ 
единственнымъ способомъ можно разложить на правый и 
л*вый „векторъ**. 

Кром'Ё новой теор1И иараллельныхъ лиши и связанныхъ 
съ нею движен1й С1Ш'огс1 въ томъ же мемуар'Ь даетъ новый 
методъ для изучен1я теор1и винтовъ, показывая связь этой 
теор1и къ комплексными числами, названными имъ бикватер- 
Н10нами. О теор1и бикватерн1оновъ у насъ р-Ьчь будетъ еще 
впереди. 

Чрезвычайно богатый новыми идеями, но весьма сжато 
изложенный, почти совершенно лишенный доказательствъ ме- 
муаръ Ж К. СИГГогД'а „РгеИш1пагу 8ке1;с11" породилъ до- 
вольно обширную литературу. Н. С о х ^, А. В и с Ь Ь е 1 т ^, 
К. 8. Ва1И, Р. К1е1п* комментируютъ и развиваютъ идеи 
'VV. К. СИ^^'огй'а ^ въ различныхъ направлешяхъ. Первые 
два изъ навванныхъ математиковъ обратили свое внимаше 
главнымъ образомъ на теор1Ю бикватершоновъ, К. 8. Ва11 — 
на движете ^\ К. СИГГогй'а, Р. К1е1п — на теорш иа- 
раллельныхъ и на зам'бчательныя свойства поверхности 'VV. К. 
СИГГогй'а. 

К. 8. Ва11 въ первомъ изъ своихъ ыемуаровъ изсл-Ь- 
дуетъ подробн'Ёе зависимость между направлен1яыи н'^сколь- 
вихъ одноименныхъ векторовъ и положен1ями прямолинейныхъ 
образующихъ абсолюта, которыя при этихъ векторахъ оста- 
ются неподвижными, доказываетъ весьма важную теорему: 
относительный моментъ двухъ одноименныхъ векторовъ рав- 
няется нулю только тогда, когда они взаимно перпендику- 
лярны, между т^мъ какъ возможный моментъ двухъ разно- 



> В еЕТО РОМЪ У[. К. О 1 1 ГГо г <1, пазываетъ вообще величину связаиную 
съ системой иараллельныхъ лиши, ротодомъ—величииу связанную съ одной 
пряной лишей и ыоторохъ— величину связанную съ вннтомъ. ^ Оп ^Ъе 
АррИса1]оп оГ (1иа1егп1опв ап(1 Огавзтапа'з Аа8(1е11пап^81е11ге 1о сИГГегеп!; 
кшйв оГ Гп1Гогт 8расе. ^ Оп 111в ТЬеогу оГ Зге^в 1п ЕШрИс 8расе. А те- 
то1г оп В1с1па1егп1оп8. Си. прилагаемый снисоеъ. * СегШп РгоЫетв 1П 111е 
Бупаткв оГ а Кх^хй. Зув^ете тоуш^ 1п Ё1Ир11с Зрасе. Оп 111е ТЪеогу о^ 
Соп1еп(. ^ М. А., В. XXXVII. ^ Самъ ^. К. С И ГГо г (1 не разъ возвращался 
къ вопросаиъ затронутниъ въ «РгеИтшагу 8ке1с11 оГ В1д11а(егпшп8>. Ом. 
дрилагаемнй списокъ. 
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именныхъ векторовъ равняется нулю всегда и, пользуясь этой 
теоремой, выводить выражен1е для относительнаго момента 
двухъ винтовъ. 

Во второмъ мемуар-Ь К. 8. Ва11 занимается изсл-Ьдова- 
шемъ конечныхъ движешя Ж К. СИГ^огд'а. Зд-Ьсь, пред- 
полагая, что уравненхе абсолюта содержитъ только квадраты 
воордннатъ онъ выводить формулы линейнаго преобразован1я, 
соотв-Ьтствующаго вектору V. К. СИГГогйа, формулы, 
которыя впосл-ЬдстЕХи Р. К1е1П получилъ другимъ путемъ 
и представилъ въ весьма простой и изящной форм']^ помощью 
вватерн10новъ. Изъ этихъ формулъ К. 8. Ва11 выводить 
самыя общ1я формулы линейнаго ортогональнаго преобразова- 
Н1Я, данныя еще ран'1е А. С а у 1 е у \ и показываеть, что 
порядокъ, въ которомъ мы складываемъ „векторы" \^. К. 
СИПогй'а не влхяетъ на результатъ, когда векторы разно- 
именны и вл1яетъ, когда они одноименпы. 

Я говорилъ до сихъ поръ только о кинематик'Ь и дина- 
мик* твердаго т^ла; перейду теперь къ кинетик'Ь, причемъ 
остановлюсь сначала ва общихъ принципахъ и теоремахъ 
механики. 

Бе ТхПу * первый пересмотр'Ьлъ основные принципы 
механики съ цЬлью опред-блить на сколько они зависятъ отъ 
постулата Э в к л и д а. Вскор* зат-Ьмъ Е. 8 с Ь е г 1 п й ^ ука- 
залъ тотъ видъ, который принимаютъ въ пространстве Ло- 
бачевскаго интегралы уравнешй двиясешя системы ма- 
терьяльныхъ точекъ, соотв-Ьтствующхе интеграламъ движен1я 
центра тяжести и площадей въ Эвклидовомъ пространстве, и 
разсматривалъ какъ долженъ быть видоизм^нень для неевкли- 
довыхъ пространствъ законъ тягот4н1я и связанная съ нимъ 
теор1я потенщала. Сравнительно недавно основные принципы 
и законы механики не только для пространства Лобачев- 
скаго, но и для какого угодно пространства постоянной 
кривизны были подвергнуты вповь подробному пересмотру 
Ж КШхпд'омъ *. Упомяну, наконецъ, что мною* было 
указано на одно свойство винтовыхъ интеграловъ для про- 
странствъ постоянной кривизны. 

Можно считать достаточно очевиднымъ, что понят1я о 
скорости, ускорен1и, масс'Ь, плотности, количестве движешя. 



* Кес11егс11е8 пШггеигв виг 1е8 (1ё1егт1пап18 ^аисЪез. * Е1пЛе8 с1е Ме- 
саш(1пе аЪз^гаКе. ^ Б1е 8о11>тегк1*аГ1; !п1 (хаи8818с11е11 Иапте. В1е ЕгаГ! !& 
тпе11гГас11 апв^ейеЫеп ОаиззхзсЪеп ип1 Кхг^таппвсЪеп Каитеп * В1е МесЪапхк 
1П йен N^с111-Еас^^(1^8с1^еп КаитГогтеп. ^ Вяшн и БомплеБспыя числа. 
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живой сихЬ, сил* не зависятъ о^ не только отъ ХТ посту- 
лата Эвклида, но и отъ того будемъ ли мы прямую лин1Ю 
считать конечной или безконечной. Также очевидно, что 
Ньютоновы законы движешя, которыя связываютъ силу съ 
проведеннымъ ею движентемъ, одинаково приложимы ко вся- 
кому пространству постоянней кривизны. Принимая наконецъ 
во вниман1е, что геометр1я безконечно-малой области такого 
пространства совпадаетъ съ геометр1ей Эвклида, ясно, что 
законы сложен1я движенхи точки, а слйдовательпо, на осно- 
вав1и законовъ Ньютона, и законы сложен1я силъ въ кине- 
тик* неевклидовыхъ пространствъ тожественны съ таковыми 
же законами въ прострапств'6 Эвклида. 

Не подлежитх также никакому сомн'Ьн1Ю, что принципъ 
Б'А1етЪег1'а, который служитъ для опрвд'Ьлешя движен1Я 
несвободной системы матерьяныхъ точекъ, прим-Ьнимъ ко вся- 
кому пространству. 

Что касается до принципа возможныхъ перем'Ь1цен1й, то, 
какъ зам-Ьчаетъ йе Т111у, „достаточно изучить прекрасное 
доказательство этого принципа при помощи блоковъ, данное 
Ьа^гап^е'емъ въ его „Месап^^ие Лпа1у11дие", доказательство 
воспроизведенное и коммент|^ированное потомъ многими авто- 
рами, чтобы убедиться, что оно вполн'Ь пе:твиситъ отъ XI 
постулата Евклида" и, добавлю я, от1 акс1омы о безконсч- 
ности прямой. 

Сопоставляя принципъ В'А1етЬег1;'а съ припциномъ 
возможныхъ перем'бщешЗ, мы можемъ совершенно также, какъ 
и въ Эвклидовомъ просгранств^Ь, для всякаго пространства 
доказать законъ живыхъ силъ, который обращается въ законъ 
сохранен1я энергхи, когда силы им'Ьютъ потенщалъ. Законъ 
сохранешя энерг1и такимъ образомъ не зависит ь отъ теор1И 
параллельныхъ и можетъ быть и не быть закономъ природы, 
какова бы ни была кривизна пространства. 

НЬсколько иначе обстоитъ д'Ьло сь законами количествъ 
движешя изв'Ьстными бол']^е подъ наззанхемъ законовъ движе- 
Н1Я центра тяжести и площадей, ибо въ неевклидовыхъ про- 
странствахъ уже нельзя дать этимъ законамъ того геометри- 
ческаго толкован1Я, которое имъ дается обыкновенно въ про- 
странств'Ь Эвклидовомъ, и отъ котораго происходитъ и самое 
ихъ назвап1е. Но въ моей рабогЬ „Винтовое счислен1е" я 
показалъ, что законы количествъ движен1я могутъ быть соеди- 
нены въ одинъ бол-Ье общ1й законъ, а этотъ посл'Ьдн1й мо- 
жетъ быть представленъ въ такой формЬ, что онъ остается 
безъ изм'Ьнен1й и въ неевклидовыхъ пространствахъ. Вотъ 
атотъ законъ. 
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Если для системы матерьяльныхъ точекъ возможенъ ки- 
нематическ1й винтъ, то производная по времени отъ момента 
винта количествъ движен1я относительно возможпаго равняется 
моменту силового винта отвосительно того же возможнаго Ч 

Въ частномъ случа'Ь, когда моментъ силового винта отно- 
сительно иозможнаго равняется нулю, этотъ законъ даетъ намъ 
ВИНТОВО& интегралъ, геометрически смыслъ котораго, какова 
бы ни была кривизна пространства, можетъ быть выраженъ 
сл'Ьдующпмъ образом!^: моментъ винта количествъ движешя 
относительно возможнаго винта остается во все время движе- 
шя постояннымъ. Интегралы Е. 8 с Ь е г 1 п д'а и ^'^. К 1 1 1 1 п ^'а 
представляютъ частные случаи винтового, когда возможный 
винтъ опред'Ьляетъ или поступательное, или вращательное 
движете. » 

Хотя винтовые интегралы, послЬ того какъ мы ихъ пред- 
ставили въ выше указанной форм*, подобно интегралу жи- 
выхъ силъ, сохраняютъ свое геометрическое значеше, какова 
бы ни была кривизна пространства, однако между этими 
интегралами есть существенное различ1е. Оно обусловливается 
следующей теоремой: если силы обладаютъ потенц1аломъ и 
связи системы могутъ быть представлены конечными уравне- 
Н1ЯМИ между координатами точекъ системы, то каждой группе 
винтовыхъ интеграловъ соотв-Ьтствуетъ группа двия\ен1й (въ 
смысл* 8. Ь1е) разсматриваемаго пространства и обратно 
каждой групп* движен1й соотвЬтствуетъ группа интеграловъ. 
Винтовые интегралы такимъ образомъ весьма тЪсно связаны 
съ группой движен1й пространства и ея подгруппами. Такъ 
какъ эти группы для пространствъ положительной, отрица- 
тельной и нулевой кривизна** существенно различны, то и 
свойства винтовыхъ интеграловъ будутъ видоизменяться въ 
зависимости отъ кривизны пространства; между тЬмъ интегралъ 
живыхъ силъ совершенно отъ кривизны пространства не 
зависитъ и къ групп* движен1й пространства никакого 
отношен1я не им'Ьетъ. 

Ж КИПпд въ своемъ мемуар* „Вхе МесЬашк ш йеп 
№сЬ<;-Еис11(И8с11еп КаишГогшеп" вывод итъ общ1я дифферен- 
ц1альныя уравнен]я движен1я свободной и не свободной систе- 
мы матерьяльныхъ точекъ. Смыслъ этихъ уравнен1й можетъ^ 
быть выраженъ такимъ образомъ ^: „составимъ для п + 1 
кратно протяженнаго Эвклидова пространства уравнен1я дви- 
жен1я для точекъ, которыя вначал* движешя принадлежали 
въ п-кратво протяженной шаровой области и принуждены 



* Вннтовне счпсдеше § 100. * 1. с. р. 1. 
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Впосл'Ьдств1и ^У. к 1 1 1 1 п 5 распространилъ на неевкли- 
дово пространство н']&Боторыя теоремы теор1и притяасентл, 
принадлежащ1я С}1а§1е8'ю. 

Хотя уже йе ТхИу въ „Е^ийез йе Мёсашдие АЬв^гаке*' 
вводитъ понят1е о момент* инерщи матерв^льяой системы 
относительно оси и рЬшаетъ несколько простыхъ задачъ изъ 
теор1и удара, причем ъ онъ считаетъ массу ^ г4ла распреде- 
ленною въ одной плоскости, но бол-Ье полное и систематиче- 
ское развит1е кинетика твердаго т'Ёла получила благодаря 
работамъ СИГГог(1'а\ К. 8. Неа1;Ь'а- и Ж К^11^п^?'а^ 

Выражеше живой силы, полученное Ж К. СИ Потй'омъ 
въ вях^ квадратичной однородной формы отъ координатъ ки- 
нематическаго винта, приводитъ къ необходимости изучать 
н^которыя суммы, распространенныя на пс^ ыатерьяльныя 
частицы т4ла — моменты инерц1и, которыя отличаются отъ 
моментовъ, разсматриваемыхъ въ Эвклидовомъ пространств-Ь, 
только т-Ьмг, что всюду см'Ьсто разстоян1й входятъ синусы 
разстоян1й. Плоскости, относительно которыхъ моменты инер- 
Ц1И т-Ьла равны, огибаютъ поверхность второго класса. ВсЬ 
так1я поверхности для даннаго т-Ьла образуютъ систему 5^ 
софокусныхъ поверхностей (К. 8. Неа^Ь). Точки, относи- 
тельно которыхъ моменты иверши равны, лежатъ на поверхно- 
стяхъ §2 второго порядка съ общими центрами (ЛУ. К 1 1 И п д)- 

ВсЬ поверхности 8, и 83 ИМ^ЮТЪ ОДИНЪ 0бщ1Й по 0Т110П1еН1Ю 

и къ нимъ и къ абсолюту автополярный тетраэдръ (назовемъ 
его тетраэдромъ инерщи): его вершины суть центры инерщи 
(ЛУ. К1111П5)5 его грани — главныя плоскости инерщи, его 
ребра — главныя оси инерши (\\^ К. С11('1*ог(1). 'VV. К. СИГ- 
^огй первый показалъ, что координаты винта количествъ 
движен1я выражаются частными производными живой силы 
по координатамъ кинематическаго винта и вывелъ дифферен- 
щальныя уравнен1я движен1я свободиаго твердаго тЬла, урав- 
нен1я, которыя припимаютъ наибод'Ёе простой видъ, если 
тетраэдръ инерщи принять за координатный тетраэдръ. Дру- 
гимъ путемъ и въ другой форм'Ь были получены эти уравпе- 
шя К. 8. Неа<;Ь'омъ и \У. К. К11Пп5'омъ. Что касается 
до пхъ интегращп при отсутст1Ии внЬшнихъ силъ, то наибо- 
л'Ье общее рЬшеше было получено 11. 8. На^Ь'омъ по ука- 
зан1ямъ сд-Ьланнымъ ЛУ. К. СИ^^Го^(1'омъ. Сл-Ьдуетъ однако 
зам'Ьтить, что р'6шен1е К. 8. Н е а 1 Ь'а нельзя считать самымъ 
общимъ, такъ какъ оно содерлштъ въ выраженхяхъ коорди- 



* МоНоп оГ а 8оИ(1 1п ЕЩрИс 8расе. Он 1116 Ггее тоИоп ппЛег по 
Гогсев оГ а г\^[д. 8у8(;ет 111 аа п-ГоЫ 11ота1о1(1. * Он 1Ье Бупаписв оР а 
К1^1й Во(1у 1п ЕШрис йра^е. ^ 01е МесКашк 1п йеп К1с111-ЕисИ(118Леп 
ЕаатГогтеп. 
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натъ винематичесЕЯго винта въ фунац1и времени вм']&сто 
шести произвольныхъ постоянныхъ только четыре. Задача 
движен1я твердаго т-Ьла по инерац1и остается такимъ обра- 
зомъ и до сихъ поръ открытой. 

Я перехожу теперь къ краткому изложентю содержан1я 
своеЁ работы и постараюсь указагь па ея основныя идеи и 
наиболее существенныя пункты, въ которыхъ она отличается 
отъ работъ другихъ авторовъ, писавшихъ по механикЬ неевкли- 
довихъ прострапствъ. 

Во первыхъ, вместо того, чтобы разсматрявать отдельно 
кинематику и динамику твердаго т-Ьла, какъ это д-блали ука- 
занные выше авторы, я счелъ бол']^е удобнымъ соединить эти 
дв-Ь отрасли механики въ одну бол'Ье отвлеченную теор1Ю — 
теор1ю векторовъ. 

Во-вторыхъ, всЬ указанные мною авторы задавали силу 
и скорость совокупностью прямой и числа, и только йе ТШу 
и П. Юшкевичъ изобрази силы и скорост? имъ пропор- 
щональными отрезками прямой. Такое геометрическое пред- 
ставлен1е у назвавныхъ авторовъ однако не играетъ никакой 
существенной роли и даже прост']^йшимъ закономъ сложен1я 
силъ и скоростей эти авторы подобно всЬмъ другимъ поль- 
зовались въ его аналитической форм']^. Никто, па сколько мн'6 
изв^^стно, не задавался вопросомъ, не сл'бдуетъ ли, избражая 
силы и скорости прямолинейнымъ отрЬзкомъ, принять каку ю 
нибудь другую зави симость ме жлу 1линой _э тихъ отр'Ьзковь и 
величи ной изобр ажаемыхъ им и сил ъ и скоЕ0121йй_ вместо пря- 
мой пропорщональности, никто не задавался вопросомъ, нельзя 
ли основной законъ механики — законъ сложен1я силъ и ско- 
ростей выразить въ столь же простой геометрической форм-Ь, 
какъ и правило параллелограмма въ Эвклидовомъ простран- 
. ств^ и такимъ образомъ придать механик^Ь твердаго т^^ла въ 
I неевклидовыхъ пространствахъ бол'Ье геометрическ1й харак- 
теръ. Эти вопросы сл-Ьдуетъ считать исходными вопросами 
моей работы. Они повели меня въ свою очередь къ бол'Ье 
глубокому анализу тЬхъ предположен1й, которыя необходимы 
съ точки зр'Ьн1я проэктивной геометр1и для формальнаго 
обоснован1я теор1И векторовъ. Я приведу зд-Ьсь эти предполо- 
жешя и опред'Ьлен1я, причемъ опуш;у необходимыя доказа- 
тельства. 

Опред'Ьлен1Я. — I. Пространство есть трояко- протяженное 
непрерывное числовое многообраз1е; каждой точкЬ соотв-Ьт- 

ствуетъ одна и только однасистематрехъ отношешйЖра;,:Жз:^'?4 
четырехъ однородныхъ координатъ точки, и обратно каждой- 
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систем* трехъ отпошен1й х^:х^:р!^^: х^ соотв'Ьтствуетъ одна и 
только одна точка. 

Геометрическое м^сто точекъ , опред^ляемыхъ линей- 
Еыхъ уравнешемъ 

X, х^ н- Х^х^ -+- Хз^, н- Х^а;^=0 

есть плоскость съ координатами Х^Х^^ХдД/, пересечете 
двухъ плоскостей есть прямая лип1я. 

Векторъ ху есть совокупность двухъ точекъ х иу: одну 
изъ нихъ, напри&1']&ръ х, мы называемъ начальной, лругую — 
конечной точками вектора; лин1я соединяющая точки вектора 
€сть лучъ вектора [§ 24]. 

II. Подчинимъ каждой точк-Ь о (о^^о^^о^^о^) пространства 
плоскость О (О^уО^^О^^О^) помощью четырехъ функц1Й 

^»=9^Д^п^2ЛЛ), г=1,2,3,4 

которыя могутъ быть совершенно произвольны, и назовемъ 
плоскость О основною плоскостью для точки о. Назовемъ сло- 

жен1емъ векторовъ съ общимъ началомъ 
операщю коммутативную, ассощативную 
и не зависящую отъ коллинеарныхъ пре- 
образовап1й, которыя не изм'Ьняютъ поло- 
жеп1я сбщаго начала векторовъ и основ- 
ной плоскости этого начала. Точн'Ье по- 
следнее услов1е означаетъ следующее: 
если ох-^оу=о0 и коллинеарное преобра- 
зован1е, не изменяющее положеп1я точки о и плоскости О, 
переводить точки а;,у,^ въ х\у\г\ то ог^ =ох' -{- оу\ 

Я утверждаю, что этими условхями операц1я сложен1я 
векторовъ определяется вполне: чтобы сложить векторы ох и 
^У [§ 25] продоллсимъ лин1и ох и оу до пересечешя соответ- 
ственно въ точкахъ а и Ь съ плоскостью О и соединяемъ Ъ 
съ ж и а съ у\ точка 2 пересечен1я ау и Ьд? и будетъ кон- 
цомъ вектора о^^^ох-^оу (см. чертежъ). 

III. Введемъ как1я нпбудь услов1я, позволяющ1Я намъ 
на каждой прямой отмечать две точки, которыя назовемъ 
безконечно-удаленными точками прямой. Эти точки могутъ 
лежать на некоторой поверхности, но могутъ быть разсеяны 
въ пространстве, поверхности не образуя. Пусть а и Ь без- 
конечно-удаленныя точки луча вектора ху: если векторъ х'у^ 
лежитъ на луче ху и если ряды аЬху и аЬхУ проэктивны, 
то векторъ ху мы считаемъ равнымъ вектору х'у\ а замену 
вектора ху векторомъ х'у' называемъ перенесен1емъ вектора 
вдоль его луча. 
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IV. Операщи сложеи1я и разложенхя вевторовъ и опе- 
рац1ю перенесев1я вектора вдоль его луча назовемъ элемен- 
тарными, а АвЬ системы векторовъ, воторыя могутъ быть 
преобразованы одна въ другую помощью элементарныхъ опе- 
ращи, — эввивалентными. 

Допущеи1Я. — I. Функц1и гр- дифференцируемы. 

II. Совокупность векторовъ ху и ух различающихся 
только т^Ьмъ, что начало одного слуткитъ концомь другого 
эквивалентна нулю: жу + 1/:с=0. 

Я утверждаю, что эти два допущен1Я налагаютъ на 
функщи д)^ и на выборъ безкопечно-удаленныхъ точекъ весь- 
ма важныя ст'Ёснен1я: безконечно-удаленными точками прямой 
служатъ точки, въ которыхъ прямая пересЬкается съ неко- 
торой поверхностью второго порядка; 



а основною плоскостью для точки о мы должны считать пло- 
скость полярную съ о относительно той же поверхности, такъ 
что функщи д)- должны им^ть видъ: 

Такимъ образомъ сд'Ьланныя нами двадопущешя приво- 
дятъ пасъ къ пространствамъ съ постоянной кривизной и 
преобразуютъ опредёлешя II и III въ опред^летя, данныя 
въ §§ 25 и 30. Эти посл1Ьдн1Я даютъ въ свою очередь воз- 
можность развить всю теор1Ю векторовъ, опираясь исключи- 
тельно на проэктивную геометр1Ю. 

Простейшимъ элементомъ теор1и векторовъ служитъ 
ввкторъ — совокупность двухъ точекъ. Но принципъ двойствен- 
ности внушаетъ мысль, что совокупность двухъ плоскостей 
мы также должны считать элементомъ теор1и векторовъ столь 
же простымъ и основнымъ, какъ и векторъ, и вполн-Ь равно- 
лравнымъ съ этимъ послЪднимъ. Такую совокупность я назы- 
ваю ротором ъ [§ 24]. Поняпя о векторе и ротор'Ь приводятъ 
насъ зат^мъ къ понят1Ю о самомъ общемъ элемент* теор1и 
векторовъ — къ поият1Ю о мотор ^ ^ къ понят1Ю о точк4 и пло- 
скости приведешя мотора ^ [§§39 и 40]. Доказавъ весьма важ- 
ную лемму § 42, я ввожу загЬмъ понят1е о проэкщи мотора 
на лишю [§ 42] ^, о сумм'Ь моторовъ [§ 44] и заканчиваю 



* Териинн роторъ и ыоторъ я заимствую у 1У. К. СИГГогйа (Рге- 
11т1пагу 8ке1:с11 оГ В1даа1егшоп8). ' Ионятхе о про8К1ии мотора и винта иа 
ЛИ1ПЮ для Эвклидова пространства было введено мною въ первый разъ въ 
моей работ11 «Винтовое счисление». 
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главу П доказательствомъ одной основной теоремы теор1и век- 
торовъ— теоремы II § 44. 

Вся вторая глава посвящг на выяснен 110 основныхъ поня- 
Т1Й и теоремъ т^^^1и векторовъ, которыя носятъ проэктивный 
характеръ и необходимы для далън4йшаго изложен1я. Въ 
третьей глав'Ь я перехожу къ выводу основныхъ метриче- 
скихъ формулъ. Я ввожу сначала понят1я о тензор-Ь вектора 
и ротора [§§ 46 и 47] и показываю [§ 60], что закопъ сло- 
жен1я векторовъ и роторовъ аналитически выражается совер- 
шенно также, какъ въ Эвклидовомъ пространств-Ь законъ сло- 
жен1Я силъ и скоростей, если за ы^ру вектора принять не 
длину его, а тангенсъ длины (тензоръ вектора) и за м'Ьру 
ротора не уголъ его (т. е. уголъ между плоскостями ротора), 
а тангенсъ этого угла (тензоръ ротора). Отсюда слЬдуетъ, 
что, желая применить теор1Ю векторовъ къ механик-Ь, мы мо- 
жемъ силы и скорости изображать и векторами и роторами, 
подбирая длину векторовъ и углы роторовъ такимъ образомъ, 
чтобы тангенсы этихъ величинъ были пропорщональпы вели- 
чин'Ь силы или скорости. Если къ этому я добавлю, что въ 
Эвклидовомъ пространств'Ь роторы, осикоторыхъ параллельны 
между собой, неэквивалентны [§§ 34 и 40], тогда какъ век- 
торы съ параллельными лучами и равной длины веб между 
собой эквивалентны, то будетъ ясно, что векторами мы должны 
изображать величины, которыя въ томъ частномъ случаЬ, 
когда пространство обращается въ Эвклидово, связаны только 
съ направленхемъ прямой, т. е. поступательную скорость и 
вращающую силу, а роторами — величины связанпыя не только 
съ направлен1емъ, но и съ положенхемъ прямой, т. е. угло- 
вую скорость и поступательную силу. 

Основными метрическими поняпями теор1и винтовъ сл-Ь- 
дуетъ считать комплексный уголъ между двумя прямыми и 
тензоръ мотора. Прежде ч4мъ о нихъ говорить вернусь къ 
мемуару Т^. К. С1^^'^ог(^'а „Рге11т1пагу 8ке1;с11 оГ Шдиа- 
1егшоп8". Я упоминалъ уже выше, что въ этомъ мемуарЬ 
Ж К. С 1 1 По г (1 нам^чаетъ новый методъ д^ля изучен1я теорхи 
винтовъ, показывая связь ея съ теор1ей комплексныхъ чиселъ 

вида 9^1 -+- «^2 ГД* 

^^=и)^ +ц +^1 -4-ц, ^9=щ -^щ -^зу^ +Ьз 

суть кватерн10ны, а со символъ, об;[адающ1й т']&мъ свойствомъ, 
что 6)^=0 въ случа* Эвклидова пространства и бэ*=1 въ 
случаЬ пространства эллиптическаго. Впосл^Ьдств1и Н. Сох^ 

^ Оп 1110 АррИсаНоп оГ ^аа1е^I1^оп8 ап^ Огазвтапп'в АавйеЪпип^вХеЬге 
1о ^ПТегеп! к1пЛз оГ ОшГогш Зрасе. 
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дополнилъ результаты Ж К. СПГГогй'а, показавъ, что тсо- 
р1Ю бивватершоновъ можно прии']&нить и въ теор1и винтовъ 
гиперболичесваго пространства, если о^* считать равнымъ — 1. 
Существенное улучшен1е внесъ въ теорхю бикватерн10човъ 
А. ВисЬЬехт^ обративъ внимаше на то, что мы можемъ 
изучать одновременно бивватерн1оны вс^^хъ трехъ типовъ, 
указанныхъ V. К. СИП'огй'омъ иСох'омъ, еслиположимъ 
а>*=х^ и будемъ считать х=1 для элдиптическаго пространства, 

у.=^=0 — для парабодичесваго и к=|/ — 1 для гиперболичесваго. 
Величина х, говорить А. ВисЬНе1т „въ дМствительности 
обратна рад1усу вривизны пространства: она равняется вели- 
чин-Ь 1/4, воторая встречается въ формулахъ Лобачевсваго". 
Очевидно, что весьма важное зам'бчаше А. ВисЫ1е1т*а 
мож(»тъ быть н'Ьсвольво обобщено: бивватернюны 'VV. К. С 1 1 ^'- 
1'ог(1'а и Н. Сох'а могутх быть разсматриваемы вавъ ча- 
стные случаи бивватерншна 91 -^оэ^^^ гд* сэ^=у.^ и х вавое 
угодно положительное, отрицательное или обывновенное мни- 
мое число, воторое нужно принять равнымъ радхусу вривизны 
пространства, если бивватершоны мы хотимъ интерпретиро- 
вать геометрически. 

Въ 1894 году независимо отъработъ ^. К. СИПогй'а, 
Н. Сох'а и А. ВисЫхехт'а я подм^тиль связь между тео- 
р1ей винтовъ Эввлидова пространства и вомплевспыми чи- 
слами д^ +(удз(«*=0) и я усп^лъ уже вполн'Ь развить тео- 
р1Ю этихъ чиселъ и приложить ее въ теор1и винтовъ, когда 
узналъ о работахъ упомянутыхъ ученыхъ. Мой пр1емъ для 
изсл^дованхя этихъ чиселъ вполн*! прим'бнимъ въ бивватер- 
Н10намъ другихъ типовъ, отв'Ьчающихъ вавому угодно значе- 
шю X и позволяетъ развить теорхю бивватерн10новъ въ на- 
правлеши Н'Ьсколько отличномъ отъ того, въ воторомъ разви- 
ваетъ эту теорхю А. ВисЬЬехт. 

Д']§ло въ томъ, что ВСЁ авторы, занимавшхеся теор1ей 
бивватерншновъ, разсматривали бивватерн10нъ 9^-^039^ вавъ 
сумму двухъ вватерн1оновъ, одинъ изъ воторыхъ умноженъ 
на символъ со. Но стоитъ тольво представить бивватерн10нъ 
въ виде вватерн1она 

у вотораго воэффищентами при вомплевсныхъ единицахъ 
1,{^,А; служатъ не действительныя числа, а числа вида 
а-^сзЬ{(о^==:у.^)у гд* а я Ъ могутъ быть действительными или 



' А те1По1г оп В1а11а1;ег111оп8. 
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обыкновенными мнимыми, и зат'Ёмъ развить теор1ю Еомплек- 
сныхъ чиселъ ан-б)Ь и ихъ функц1й, какъ тотчасъ же ста- 
новится очевиднымъ, что вс^Ь безъ исключен1я формулы тео 
р1и кватерн1ововъ могутъ быть преобразованы въ формулы 
теорти бикватершоновъ, если всюду дЬйствительвыя числа 
зам'Ьнимъ числами вида а4-«Ь(б9*=у.*). Эготъ результатъ 
самъ по себЬ не представлялъ бы еще особенно важнаго 
значен1я, если бы всЬ формулы полученныя такимъ образомъ 
не им-бли весьма простого геометричесЕаго смысла въ теор1и 
винтовъ пространства съ кривизной у.^. При этомъ между 
прочимъ оказалось, что формула для угла между двумя век- 
торами съ общимъ началомъ [форм. 95 § 65] даетъ намъ 
комплексное число (р-^о^^, гд* (р уголъ между двумя не пе- 
ресекающимися прямыми, а ^ — кратчайшее разстоянхе между 
ними: мы приходимъ такимъ образомъ къ понят1ю о коми- 
лексномъ угл^Ь между двумя прямыми [§ 57]. Оно было вве- 
дено мною впервые въ моей работ-Ь „Винтовое Счисленхе*' 
въ 1895 году для Эвклидова пространства (сэ^=0) и въ на- 
стоящей работ*! распространяется на пространство какой 
угодно кривизны у.\со^=у,^) ^ 



* я долженъ однако 8Д*сь зам1;тить, что Н. Сох (Оп Иге АррИса- 
11011 оГ ()аа1егп1оп8....) и Р г. 8 с к 11 1 1 п,'^ (ОеЪег <11е веоте1г18с11е Ве1еиёап^...) 
изучая н'Ькоторня задачи пространства Л о б а ч е в с к аг о, разсматривали 

ввражен1е Ф+«д, гдф 1=У-~], подобное фЧ-юб. Но эти два выражен1Я раз- 
личаются одно отъ другого и формально и по существу, ибо первое есть 
уголъ между двумя пересекающимися прямыми, а второе уголъ между 
двумя прямыми, которыя не встречаются, и представляетъ собой понят1'е 
совершенно новое. Чтобы это различ1е сделать бол^е яснымъ обобщу не- 
сколько выражен1е ф+»8 и возьму вместо него ф+)с9) въ которое обращается 
выражение Н. С о х'а, когда пространство становится гиперболическимъ, 

и наддежащимъ выборомъ единицы длины сделаемг ч—к— Ь Формальное 
раздич1е между ф+хд и Ф+<од заключается въ томъ, что первое есть обык- 
новенное действительное или мнимое число, тогда какъ второе есть число 
комплексное, въ которомъ ф и 8 могутъ быть какими угодно действительными 
и мнимыми, но никогда не могутъ слиться въ одно обыкновенное мнимое 
число. Такъ, напримеръ, если ф действительно, х=г, б^^аг, где а действи- 
тельно, то ф-|-1дв:ф— а будетъ числомъ действительнымъ, тогда какъ 
^-{-(оЪштср-^та остается комплекснымъ. Яснее различ1е становится въ про- 
странстве эллиптичесиомъ, когда х н ф+к^ (при действитедьныхъ ф и б) 
будутъ числами действительными, между темъ какъ ф+о>6 по прежнему 
остается комплекснымъ. Еще резче выступаетъ различ1е въ пространстве 
параболическомъ, когда х=0 цф+хд обращается въф— уголъ между двумя 
прямыми, тогда какъ ф+(о8 все еще остается числомъ комплекснымъ, кото- 
рое зависитъ не только отъ угла, но и отъ ра8Стоян1Я между прямыми. 
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Бъ тавомъ же точно отношен1и кавъ Бомалевсный уголъ 
въ углу между прямыми находится тензоръ мотора въ тен- 
зору ротора и все, что было свазано о вомплевсномъ угл-Ь, 
прим^^нимо тавже и въ тензору мотора. Эти два основныя 
П0НЯТ1Я для Эввлидова пространства были введены мною въ 
той части моей работы „Бинтовое счислев1е", воторая была 
напечатана въ Сентябр'Ь 1895 года. Спустя годъ, въ Ноябр* 
1896 года, появились въ Сотркез Кепйаз дв* предваритель- 
ныя зам']^тви К. (1е 8аи8§иге'а \ въ воторыхъ америван- 
СВ1Й ученый независимо отъ меня вводитъ въ Эввлидовомъ 
пространств* вомплексный уголъ (со(118^ап5?1е). К. йе Заиз- 
8иге впосл^^дств1и развилъ свои идеи въ двухъ мемуарахъ ^; 
его результаты совпадаютъ съ онубливованными мною въ 
1895 году. 

Пользуясь понят1емъ о вомплевсномъ угл4 и тензор-Ь 
мотора, я довазываю въ § 62 теорему I, помощью ея разви- 
ваю теор1ю вомплевсныхъ воординатъ [§§63—71] и прихожу 
такимъ образомъ въ следующей весьма общей теорем*, вото- 
рую я считаю однимъ изъ главн*йшихъ результатовъ моихъ 
изсл'Ьдованхй [§ 93]: есть формулы ана^гитической геометрги 
Эвклидова пространства преобразуются въ формулы теорги 
винтовъ просшранствъ съ постоянной кривизной^ если дгьй- 
ствительныя числа^ входящгя въ формулы^ замгьнимъ комплек- 
сными съ двумя единицами и съ модулемъ операцги у множе- 
ны. Изъ этой теоремы вытеваетъ весьма важное завлюченте: 
формулы механики могутъ быть истолкованы какъ формулы 
теорги винтовъ^ если дгьйствительныя числа въ нихъ входя- 
щгя замгьнимъ комплексными вышеуказаннаю типа. 

Эти дв* весьма важныя теоремы были довазаны мною 
для Эввлидова пространства {у.^=0) въ „Бвнтовомъ счисле- 
Н1И''. Тогда же было увазано мной вавое значеше для меха- 
нпви твердаго т*ла можетъ им*ть вторая теорема. Я обра- 
тилъ между прочимъ вниман1е ^ на то, что она позволяетъ 
распространить известную формулу 8 а тагу на общ1й слу- 
чай движешя твердаго т-Ьла, что и было сделано впослЬд- 
ствш Д. Н. Зейлигеромъ* и К. йе Заивзиге'омъ \ 



Что касается ло разльч1я въ гсометрическлиъ смысле, то оно обусловается 
теоремой И 5 80, которая показнваетъ намъ, что ф+х8 уголъ между двумя 
пересекающий игя пряными изв'Ьстимиъ образомъ по':троенныии ари помощи 
данныхъ, тогда какъ Ф+сод е'гть комплексный уголъ между двумя прямыми, 
которая не встречаются. 

' См. прилагаемый сиисогсъ. ' Атегхсап Доигпа! оГ Мо111ета11С8, Уо1. 
ХУНТ, XIX. ^ Винтовое счислен1е, § 91. * Основныя формулы комплексной 
геометр1и прямой. ^ Атепсап Лоигпа! оГ МаЛетаИой, Уо1. XIX. 
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Изъ свазаннаго выше видно, что конплевсныл числа 
а-^оЬ(сэ^=у,^) играютъ важную роль въ моей рабогЬ. Вотъ 
почему я начинаю съ подробпаго излохен1я теор1и этихъ 
чиседъ и ихъ функц1й. Первые параграфы первой главы 
им'Ьютъ ц^^лью напомнить общую теор1Ю комплевсныхъ чи- 
селъ съ ДВУМЯ единицами и показать какими свойствами инте- 
ресующ1я меня числа выд'^^ляются изъ другихъ влассовъ и 
тнповъ вомплексныхъ чиселъ. причемъ зам^^чу, что услов1я 
коммутативности и ассощативности [§ 5] принадлежать 
А. С а у 1 е у \ хотя этотъ ученый и не представляетъ ихъ при 
помощи матрицъ. 

Общая теор1я функц1й комплексныхъ чиселъ съ какимъ 
угодно числомъ единицъ была дана в. ЗсЬеГ^'егв'омъ въ 
его мемуар^^ „ Уега11)?егае1пегип^ йег вгппсНа^еп йег §е^оЬп- 
ИсЬеп сотр1ехеп Рипс1;1опеп". Въ §§ 15 — 17 я довольно 
подробно излагаю теор1Ю функщй комплексныхъ чиселъ съ 
двумя единицами: частный случай этой теорш для той си- 
стемы, которую я называю параболической [§ 7] былъ раз- 
работанъ мной еще раньше въ „Винтовомъ счислеши'' и 
В. (1е 8аи&8иге'омъ въ цитированныхъ выше мемуарахъ. 

Въ моемъ изложен1и я представляю комплексныя числа 
точками плоскости, причемъ положен1я точекъ я опред']^ляю 
не прямоугольными Декартовыми координатами, какъ это при- 
нято въ теор1и функщй мнимаго перем']^ннаго, но трилиней- 
ными координатами, что позволяетъ внести въ теор1ю ком- 
плексныхъ чиселъ бол^е изящества и симметр1И. Въ §§8 — 14 
я подробно разбираю какой геометрически смыслъ им'бютъ 
преобразован1е къ новымъ комплекснымъ единицамъ и основ- 
ныя алгебраическ1я операщи сложен1я, вычитан1я, умножешя 
и д'Ёлешя ивъ§ 16 указываю на характеръ геометрическихъ 
преобразован1й, опред'Ёляемыхъ функщей комплекснаго пере- 
м'Ьннаго. 



Февраль 1899 года. 



^) Оп ВопЫе ИдеЪга. 
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ЗвФвдочкой оти^ченн иемуары, прочесть которое я не имФлъ воз«» 
ножноети. 



Глава 1. 



1. Кошпленсиое Ч1СЛ0 съ двуня единицами. — Выражеше 

^1^1"*" ^2^25 ®'ь которомъ х^ и х^ означаютъ положительныя, 
отрицательныя или обыкновенныя мнимыя числа , е^ я е^ 
суть н'!^БОторые символы, называется комплексвымъ числомъ 
съ двумя единицами. Значен1е символовъ е^ и е^, именуемыхъ 
комплексными единицами^ опред'Ьлится т'1ми свойствами, кото* 
рыя мы имъ дальше припишемъ. Знакъ +, входящхй въ вы- 
раяеше, пока мы не опред'1лили операщи сложен1я, нужно 
понимать въ томъ смысле, что выражеше х^е^+х^е^ должно 
быть разсматриваемо какъ н'Ьчто ц'&лое, составленное изъ 
элементовъ х^е^ и х^е^. Означая комплексное число одной 
буквой X, пишутъ 

х=х^е^ +х^е^. 

Два числа х и ^=^16^+^3^, называютъ равными, если 
х^=х^ и ^1=2/2. Числа 

считаютъ равными ж^е,, х^е^ и нулю соответственно. 

2. Слотен1е и вычитан1е. — Суммой чиселъ х ж у, х-^-у^ 
называютъ число 

X + у={х, + у^)е, + {х^ + у^)е^. 

Очевидно, что операц1Я сложен1я коммутативна и ассо- 
щативна: 

х-{-у=у-{-х, 

Число 0=0^1+063 есть модуль операцш сложешя, ибо 
отъ прибавлен1я его къ какому угодно числу это посл-Ьдисе 

I 
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не изм'&няется. 

Ощ)ед']&ляя вычитан1е каБъ операщю обратную сложе- 
шю, им'Ьемъ X — у^=(л^1 — У^в, -^-Сд?, — Уа)^^. 

3. У|1Ножен1е и д'Ьлен1е. — ^Произведете вомплекснаго числа 
X на положитедьное, отрицательное или обыкновенное мнимое 
число гг^ будемъ считать равнымъ произведен1ю а:^ на а; и 
опред']^лимъ равенствомъ 

х^х=хх^={х^х,)е^-{'{х,х^)е^. 

Благодаря такому услов1Ю и опред-бленш операщи сло- 
жешя, комплексное число х мы можетъ представить вакъ 
сумму двухъ произведен! й 

{х^.е,)-^(х^.е^). 

Произведете х.у опредйлимь двумя усдов1ями. Во-пер- 
выхъ будемъ считать вторыя степени комплексныхъ единицъ 
и произведен1я ихъ одну на другую комплексными числами, 
Еоторыя пусть будутъ заданы следующей таблицей умножетя: 

^2 ^^^2^2 ^^^22^1 "^^^22^2* 

Во-вторыхъ условимся въ выражен! и 

х.у=(х^е,-ьх,е,){у,е, -\-у^е^) 

раскрывать скобки такъ, какь если бы е^ и е^ были обыкно- 
венный числа и заменять Х^е^.у^е^^ ^1^1-3/2^2) ^2^2-^1^15 ^%^1к-У%^2^ 

черезъ {х^у^)е,\ {х,у^)е,е^, {(х^^Ух)^^^ (^22/2)^2'- 

Воспользовавшись посл']^ такой зам'Ьны таблицей умно- 
жетя, окончательно получаемъ: 

ху={а^,х,у,'^а,^х,у^-^а^,х,у, + а,^х^у^)е, 
+ (Ьц^,^/, + Ь^,х,у,-^Ъ,,х,у^ + Ъ,,х,у,)е,. 

Операц1я умножен1я обладаетъ сл'^^дующими свойствами. 
1. Умноженге по отношен1Ю къ сложен1ю двоякодистри- 
бутивно, такъ что, означая черезъ ^ и I как1я нибудь числа, 
им']&емъ 

{х -{-у){^г: + 1)^=хг ч- гг^ -ь 1/^ + у1. 
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2. Умножен1е, вообще говоря, не коммутативно: ху^ух. 

3. Умножен1е, вообще говоря, не ассощативно: {ху)е^^х{уг). 
Операщя обратная умножешюЪазывается операщей д'Ьлетя. 

Предполагая данными два числа д;=ж^е^ ч-Ждб, и г=г^е^ -^^^^^р 
она им^етъ ц^лью опред^^лить число у такъ, чтобы 



или такъ, чтобы 



ух=2, 
ху=г. 



(1) 

(2) 



Такъ какъ операцхя умножен1я не коммутативна, ухг^ху^ 
то различныя числа у будутъ удовлетворять указаннымъ двумъ 
ур., и мы должны различать дв-Ь онерацхи д^лен1Я. Внрочемъ, 
когда число х будетъ обыкновеннымъ числомъ, то ух=ху, 
об^ операщи д']&лаются тожественными, и мы будемъ им']&ть 



X X 

Если же число х будетъ комплекснымъ, то уравн. (1) 
распадется на два ур. 



{а,,х,'Ьа,^х,)у^ 4- (а^,х,+а^^х,)у, 

{Ъ,,х, + Ъ,^х^)у, -ь {Ь^,х, + Ь^^х^)у^ 

аур. (2)наур. {а^,х^ ^а^,х^)у, + (а,^х, -^а^^х^)у^ 

{Ъ,,х,+Ъ,,х^)у, +(\^х, +Ь,^х,)у^ 



=г 



1> 



=2, 



»У 



= 2 



1 ? 



Эти дв^ системы уравн. будутъ вообще говоря различны. 
Для того, чтобы об'Ь операц1и д'Ьлен1Я вообще были возмож- 
ны необходимо и достаточно, чтобы определители этихъ двухъ 
системъ 



Ах= 



д;= 



^11*^1 "^^12^2^ ^2 Х''^! "^^22^2 
«1 1 Ж, + а^ 1 ^Гд ? ^1 2^1 "^ ^22^2 



не были бы тожественно, при произвол ьныхъ х^ я х^у равны 
нулю. Въ дальБ'бйшемъ мы будемъ разсматривать только 
системы комплексныхъ чиседъ, удовлетворяющ1я этому усло- 
В1Ю. Так1я системы будемъ называть опред'бленными въотли- 
Ч1е отъ другихъ системъ — неопредЬленныхъ, для которыхъ 
юдинъ изъ определителей Д^,, А^ или оба тожественно обра- 



щаются въ нуль. Для неопред'Ьленныхъ системъ операщя 
д'Ьленая въ н'Ькоторыхъ случаяхъ становится невозможной, а 
въ другихъ неопред'Ьленной. 

Когда система Еомплексныхъ чиселъ коммутативна, та 
ух=хуу и мы им4емъ только одну операщю д'Ьленхя. 

4. Новыя единицы. — Возьмемъ два комплексныхъ числа. 



е,'=а,е,'^а^е^, 



«2 -А^! -*■ А^з- 
Всякое линейное относительно в/ и е^' выражен1е 



Х^ 6^ + Х^ 6^ , 



въ которомъ х^ и х^ суть положительныя, отрицательныя^ 
или обыкновенныя мнимыя числа, будетъ очевидно ком- 
плекснымъ числомъ 

Х*С* "" •*'2 2> 
ГД* Х^ =Х1 '«1 -Н ^з'/?! ? 

Х^ = Х^ (Х^ ~^ Х^ р^ • 

Обратно, если Д=а^/5з — а^в^^:^^^ то 

е,=(а,е;— Де/):Д, (3)' 

и всякое комплексное число х^е^л-х^е^ мы можемъ предста- 
вить въ вид'Ь выражен1я линейнаго относительно в/ и е,'. 
Поэтому, назвавъ комплексныя числа е/ и е^ новыми ком- 
плексными единицами, выражеше линейное относительно 
е/ и е^ — числомъ съ единицами <?/ и бд', можемъ сказать,, 
что всякое комплексное число съ единицами е^ и е^ можно 
представить въ вид* комплекснаго числа съ единицами б/ и в,' 
и наоборотъ. 

Понятно, что всл-Ьдствае зависимости между системами 
съ единицами е/ и е^' и съ единицами е^^ и е^ операщи надъ 
числами первой системы будутъ обусловлены соответствую- 
щими операщями надъ числами второй. 

Легко видеть, что сложенхе и вычитан1е чиселъ новой 
системы будутъ производиться совершенно также, какъ н 
соответствующхя операщи надъ числами старой системы, и 
что сложен1е будетъ коммутативно и ассощативно. Если мы 
означимъ черезъ я;', у', г\ числа Ху у, г^ выраженныя въно- 
выхъ единицахъ, то изъ равенства д;-ьу=;г будетъ сл-Ьдо- 
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вать равенство а;'4-у=-г' и обратно изъ равенства второго— 
равенство первое. 

Операщи умножен1Я и д-Ьленхя новой системы опре- 
деляются соответствующей повой системЬ таблицей умножешя. 
Чтобы получить эту последнюю, составимъ произведен1я 

^1'^ ^/^з'> ^а'^!*? ^2^' ^ зат-Ьмь помощью (3) представимъ 
полученныя числа въ единицахъ ^/ и е^'. Мы будемъ им-бть 

^1 ^=^2 ^2 ^^^^22^1 "^А22^2 ^ 

причемъ коэффищенты новой таблицы умноженхя определятся 
язъ равенствъ 

въ которыхъ для краткости положено: 
я дал']^е 

Л»=в1,А -^ «иЛ. -В12=Ь„А +*2Л> 

Пользуясь этими фориулаии, покакемъ, что преобразо- 
ван1е къ новымъ единицамъ обладаетъ сл'^дующили свой- 
ствахи. 

I. Еслиа;'=л;/е,'ч-а;,'е,', у^у/е/ч-г/,'?/, г'=2^'е^'+г,'е,', 
«уть числа «=^16, +а;,е,, у=У1е^ + у^е^, г=г^е^+2^е,, выра- 



асевныя въ новыхъ еднвицахъ, то изъ равенства ху=г будетъ 
сл']Ьдовать х^у'=г'. 

Въ самоиъ ^^^л^, пусть г-=ху, тавъ что 

Внося во вторня части вн^сто х^, х^, у^, у,, ихъ внраясешя 
черезъ а;,', ж,', у,', г/»': 

находииъ сначала: 



И потомъ: 



-у5, гг,): Д= (а„ 2/, ' + а„у2'>1 ' + («Л У1 ' + «мУа'К'» 



откуда сл4дуетъ, что 



жУ=г'. 



Такъ Еавъ преобразованхе едивицъ е^, е^, въ единицы 
е/ и е^ ви^етъ такой же характеръ, то понятно, что изъ. 
равенства а;'У=г' будетъ следовать ху=г. 

II. Означивъ черезъ В^ и ^^ определители 



!>.= 



X 



^11^1 +^12^2? ^21^1 +^22^2 
А1^1 +А2^2? А1^1 +^2^2 

^11^1+^21^2» «12^1+^22-'^2 
А1^1+/?21^2» А2^1+А2^2 



составленные изъ ко9ффиц]ентовъ нобой таблицы умножеш^г 
такъ, какъ определители Д^. и Д^.' составлены изъ коэффи- 
щентовъ старой, имеемъ такую теорему. 

Если ^' есть число х^ выраженное въ новыхъ единицахъ^ 
то 



Въ самомъ кЬл% произведенхе 



АА,=? 






тожественно обращается въ произведен1е 



ав,^ 



АлаХ^^ -^ Лл^Х^\ А^^Х^ Л- А^.Х^ 
^5аа^С^ ' + В^^Х^^ В^^Х^ ' + Вр^ Х^ 



если въ немъ выразимъ х^ и Жд черезъ х^ и ж^': 



и следовательно 






Тавже докажемъ справедливость и »втораго тожества 

III. Если система комплевсныхъ чиселъ съ единицами 
е^ , е^ Боимутативна, ассощативна и определенна, то таковыми 
же свойствами будетъ обладать и система съ единицами 

*^1 ? ^2 • 

Въ самомъ д^ле, пользуясь теоремой первой, легко по- 
казать, что 

для произвольныхъ х\ у, г\ если ху=ух и х{уг)={осу)::^ 
т. е. что свойство коммутативности и ассощативности систе- 
мы (е^, ^з) переходятъ и на систему {е^\ е^). Изъ теоремы 
второй будетъ следовать, что опредйлители 2)^ и ^^ не бу- 
дутъ тожественно равны нулю, если определители Д^. и ^^ 
отличны отъ нуля, т. е., что система {е^^^ е^) будетъ опреде- 
ленна, если такова же и система (е^, е^). 

Вследств1е того^ что мног1я весьма важныя свойства 
системы {е^у€^) переходятъ и на систему (е/, вд')? весьма есте- 
ственно отнести две системы, которыя могутъ быть преобра- 
зованы одна въ другую, къ одному классу. И тогда возни- 
кастъ вопросъ сколько и каюе классы комплексныхъ чиселъ 
съ двумя единицами мы можемъ различать, каковы ихъ ха- 
рактерные признаки, и къ какому простейшему виду могутъ 
быть приведены комплексныя числа одного класса. Мы зай- 
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мемся р^шешемъ этого вопроса тодьео для одред'Ьденныхъ , 
Е оммутативныхъ и ассоц1ативныхъ системъ , которыя пред- 
ставляютъ^^ конечно, среди другихъ системъ наиболъш1й 
интересъ. 

5. Условт коммутативности и ассоц1ативности. — Опера- 
щя умножешя вполн*]^ характеризуется таблицей умножешя. 
Разсмотримъ теперь какимъ услов1ямъ должны удовлетворять 
Е0эффиц1енты этой таблицы для того, чтобы умножен1е было 
или коммутативно, или ассоц1ативно^ или, наконецъ, одновре- 
менно обладало бы этими двумя свойствами. 

Умножен1е будетъ коммутативно, если 

Это равенство распадается на два 

которыя и будутъ услов1ями коммутативности умножен1я, не- 
обходимыми и достаточными. 

Умножеше будетъ ассоц1ативно, если умножеше ком- 
плексныхъ единицъ, взятыхъ всевозможными способами по 
три, будетъ ассощативно, т. е. 






е,{е,е,), 



(е2^Х 



2(^1^2)5 

2\^2^1/? 



Между 1 6 
только 12 



равенствами, на которыя распадаются эти 8, 



^32? ^13> ^12 ^22 



^22> ^12> ^12 ^22 
^22 > ^21 ^ ^21 ""^22 



«2и Ь,!» «11—^21 
^12> ^П>^11 ^^12 



=0 



^22> ^21)^21 ^22 |=0 

«'21^ ^П^Ц— ^21 



=0 



(4) 



(5) 



(6) 



(7) 
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различныхъ. Они будутъ необходЕгмыми и достаточными уело- 
В1ЯМИ ассоц1ативности умножен1я. Такъ вакъ вторая строка 
каждой матрицы одинакова съ первой слЬдующей матрицы, 
то среди 12 равенствъ только 6 независимыхъ. 

Разсмотримъ подробн-Ье условхя ассощативности. Если 
система коммутативна, и следовательно «12=^31? ^1а^=^2п '^^ 
равенство (5) и (7) обращаются въ тожества, равенства (6) 
делаются одинаковыми съ (4) и такимъ образомъ остается 
только три различныхъ равенства (4), изъ которыхъ одно 
есть сл4дств1е двухъ другихъ. 

Итакъ для того^ чтобы умноженге было коммы татгсвно 
и мсоцгашгмнОу необходимо и достаточно^ чтобы 



^12» ^15 ^11 ^1» :|з=:0. (8) 

^22? ^12? ^12 ^22 1 

Если система будетъ не коммутативна, то или о,^^^=^си^1У 
или Ь^,=1=Ь,,, или оба неравенства будутъ им^ть м-Ьсто одно- 
временно. Пусть а12=*=^21' Если бы случилось, что а^^=а,^, но 
*12=*=^2и ™ этотъ случай мы привели бы къ предыдущему, 
обмЪнявъ обозначен1ями комплексныя единицы е^ и е^. 

Предполагая ^',2=*=^21 ^ ^12 "=^^9 легко найдемъ 

^11=^21? ^12=^2^ «31=0 , «23=0 , 
^1=0 > ^2=0 > ^1=<»111 Ь22=«12- 

Предполагая «1,=»=«21 ^ ^21=^0> будемъ им4ть 

^11=^2^ «12=0 , «21=6,2» «22=^ , 

Такимъ образомъ существуютъ дв'Ь ассоцгативныя не- 
коммутативный системы. Об'Ь эти системы неопред']&ленны, 
ибо для первой определитель Д^=0, а для второй Д^^О. 
Итакъ некоммутативныя ассоц1ативныя системы суть системы 
неопред'&ленныя. 

Изъ сказаннаго сл^дуетъ, что для опредЬленяыхъ си- 
стемъ свойство ассоцхативности всегда будетъ сопровождаться 
«войствомъ коммутативности . 
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6. Модуль операцш унножеи1я и первое упрощен1е си- 
стемы. — Мы будемъ изучать только опред'Ьленныя, воммута- 
тивныя и ассощативныя системы. Доважемъ, что для каждое 
такой системы существуетъ одно вполн^^ опред'^^ленное число- 

которое обладаетъ гЬмъ свойствомъ, что 

каково бы ни было число и. Съ этою ц']^лью возьмемъ числа 
X такъ, чтобы Ад,=<=0. Тогда изъ равенствъ хи=Ху 0Х=и^ 
гд']^ и совершенно произвольное число, ножемъ опред'Ьлить 
числа г и^ и^ и, пользуясь свойствами коммутативности и: 
ассоц1ативности, будемъ им^ть 

и=гх=:^;!^{х и)=-{гх) и=^и и=^ ии, 

Такимъ образомъ, всякое число, будучи умножено вь, и^ 
не изменяется. Существуетъ только одно число /г, обладаю- 
щее этимъ свойствомъ, ибо р^шенхе уравнешя хи=^х отно- 
сительно и единственно. Число и называется модулемъ опе- 
рацш умножешя. 

Итакъ для опред']&ленной ассоцхативной и коммутатив- 
ной системы существуетъ модуль операц1и умножешя. 

Предположимъ теперь обратно, что система комплекс- 
ныхъ чиселъ им4етъ модуль и. такъ что иа=^ии^=и како- 
во бы ни было число и. Првмемъ /т и какое нибудь про- 
извольное число со:=^со^е^-\-со^е^^ которое было бы подчинена 
единственному условш 

за новыя единицы. Всл'Ьдствхе свойствъ числа и будемъ 
им^ть 
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ц(о=сэ^ со '= — ^ц н- аб>, 
(ои=(о^ 

гд4 >? и а н-Ькоторня обыкновенныя числа. Нетрудно убе- 
диться, что система комплексныхъ чиселъ (//, со) съ такой 
таблицей умножен1я всегда определенна, коммутативна и 
йссощативна. Следовательно, на основаши § 4, такими же 
свойствами будетъ обладать и первоначально данная система, 
относительно которой мы сделали предположен1е^ что она 
имеетъ модуль. 
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Итакъ, если система Бомилевснихъ чиселъ им^ехъ мо- 
дуль операц1и умножен1я, то она опред'Ьленна^ коммутативна 
и ассощативна. 

Эту теорему вмЬстФ съ предыдущей мы можемъ соеди'- 
нить въ одну. 

Теорема I. — Чтобы система била опредгменпа^ комму- 
тивна и ассоцгашиена необходимо и достаточно, чтобы для 
нея существовалъ модуль операцги умноженгя. 

Такимъ образомъ системы, воторыя мы будемъ изучать, 
можно кратко характеризовать какъ системы съ модулемъ 
умножешя. 

Разсматривая таблицу умножен1Я, которую мы полу- 
чаемъ, если модуль примемъ за одну изъ комплексныхъ еди- 
ницъ, видимъ, что и можно зам'Ьнить обыкновенной едини-^ 
цей. И въ самомъ д'Ьл']^ мы им'Ьемъ 

/1а=иу исо=сОу сои=со 
в соответственно этому 

1.1=1, 1м=со, соЛ=^, 

Зам'^^няя и обыкновенной единицей, мы приводимъ ком- 
плексное число х^и + х^со съ единицами и и о) къ виду 
х^-^х^сэ и т'Ьмъ самымъ включаемъ положительныя, отри- 
цательныя и обыкновевныя мнимыя числа въ область разсма- 
триваемыхъ нами комплевсныхъ чиселъ, ибо число х^-^-х^со 
обращается въ обыкновенное число ж^, если а?з=0. Поел* 
указанной зам'бны вм'Ьсто четырехъ равенствъ таблицы умноже- 
Н1Я у насъ остается только одно 




которое опред4ляетъ вторую степень комплексной единицы су 
и можетъ быть приведено къ виду 

или {со — х^)(аэ — Х2)=0, 

гд* х^ и у^ суть корни квадратнаго уравненхя 

Равенство, опред'Ьляющее вторую степень со, будемъ на- 
зывать х арактеристическимъ 
сныхъ чиселъ. 



[Г^1^) 
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Что касается до чиселъ а, /?, х^, у^, то зам-Ьтимъ слгЬ- 
дующее. Если коэффицхеаты а^^, а^д,... первоначально данной 
таблицы умножешя действительны, то и^ и и^, будучи кор- 
нями двухъ линейныхъ уравнен1й съ д'бйствительными коэффи- 
щентами, будутъ также действительны. Следовательно, если 
предложимъ, что сэ^ и со^ действительны, что всегда возмож- 
но, такъ какъ ихъ выборъ зависитъ отъ насъ, то коэффи- 
щенты преобразован1я къ новымъ единицамъ и и со, 2^, зна- 
чить и коэффищенты новой таблицы умножешя, а и >5, бу- 
дутъ также действительны. Числа у.^ и х^ будутъ или дей- 
ствительными, или мнимыми сопряженными числами. Резюми- 
руя сказанное, мы приходимъ къ следующей теореме. 

Теорема II. — Еомплекспыя числа системы^ для которой 
существуешь модуль умножешя всегда можно\ принявъ модуль 
за одну изъ комплексныхъ единицъ^ пргшести къ виду 

х^-\-х^со^ 

причемъ вторая степень комплексной единицы со опредп^литг- 
ся харакшеристическимь равепствомь 

сэ^= — х^ X, ч- (х^ + х,)« (9) 

или (о) — У-1){сэ — Х2)=0 

еъ которомъ х^ и х, суть ип>кот.орыя обыкновенныя числа. 
Они будутъ дгьйствительными или мнимыми сопряженными 
числами^ есликоэффицгеншы первоначально данной ' таблицы 
умножешя дп>йствительны. 

7. Классы и типы номплексныхъ чиселъ съ моду- 
лемъ. — Если вместо комплексной единицы со введемъ новую 
С1)'=аэ/-ь«з'б)(б?з'::|=0), то разсматриваемыя комплексныя 
числа по прежнему будутъ иметь видъ 

X, л-х^со\ 

причемъ вторая степень «' очевидно будетъ определяться 
характеристическимъ равенствомъ 

где /?' и а! суть некоторыя обыкновенныя числа. 
Когда х^=^Х2, то положивъ 

^,^2о>-(х.+к,)^ (10) 

будемъ иметь 



13 



Это равенство не содержитъ ни х^, ни х,. Следователь- 
но всЬ системы комплексныхъ чиселъ, для которыхъ х^^^^^у.^, 
могутъ быть приведены къ одному виду и стало быть пре- 
образованны одна въ другую введен1емъ новыхъ единицъ» 
Вс]^ эти системы принадлежать къ одному классу. Если 
положимъ 

сэ^=г 1-^ ^ , (11) 

X, х^ 

то характеристическое равенство приметъ видъ со^^= — 1. 
Когда х^=Хд и следовательно {со — х^)^=0, положивъ 

а}'=со— X,, (12) 

будемъ им-бть 

Такъ какъ это равенство не содержитъ х^, то вс4 си- 
стемы компле^ссныхъ чиселъ, для которыхъ х^=Хз, могутъ 
быть преобразованы одна въ другую и, следовательно, все 
принадлежать къ одному классу. 

Легко видеть, что система, для которой «'^=1, не мо- 
жетъ быть введен1емъ новыхъ единицъ преобразована въ си- 
стему, для которой 6>'*=0, ибо вторая степень 

какого нибудь числа х=х^+х^со^ первой системы можетъ 
быть равна нулю только тогда, когда само число гс=0, между 
темъ какъ во второй системе есть такое число со' отличное 
отъ нуля, что а>'^=0. Такимъ образомъ мы имеемъ следую- 
щую теорему. 

Теорема I. — Всгь системы съ модулемъ операцги умно- 
женгя можно раздгьлить на два класса. Для чиселъ перваго 
класса х, и х, различны, и характеристическое равенство 
можетъ быть приведено по нашему оюелангю къ виду «^=1, 
или со^= — 1. Для чиселъ втюраго класса х^=Х2, и характе- 
ристическое равенство приводится къ виду б9*=0. 

Въ предыдущемъ, вводя новую комплексную единицу 
6?'=6>/ч-«з'«, ^^ ^^^ обращали вниман1я на то, будутъ ли 
коэффициенты 6^^' и сэ^ действительны или нетъ. Но если 
коэффищенты первонально данной таблицы умножен1я, а сле- 
довательно и числа л=(х^-|-х,), /?=х^Хд будутъ действитель- 
ны, то весьма естественно ограничить выборъ коэффищентовъ 
«^' и со^' услов1емъ, чтобы они также были действительны. 
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При такоиъ ограничеши мы должны будемъ различать три 
типа систенъ. 

Когда Х}=1=Хз, то можетъ быть два случая. Если х^ и х, 
дМствительны^ то преобразованхе (10) будетъ д^йствитель- 
нымЪу а преобразованхе (11) мнимымъ и, воспользовавшись 
первымъ, мы будемъ им'Ьть а>'^=1. Если /^ иСу^ будутъ мни- 
мыми и сопряженными, то преобразован1е (10) будетъ мни- 
мымъ, а (11) — д']^йствительнымъ, и, воспользовавшись вто- 
рымъ, мы будемъ имЬть «'*= — 1. Понятно, что въ т'Ьхъ 
случаяхъ^ вогда мы не обращаемъ вниман1я на то, будутъ ли 
воэффищенты преобразовав1я д'^^йствительны или н'Ётъ, между 
преобразовашями (10) и (И) н'Ьтъ существенной разни- 
цы, по жёлашю мы можемъ употребить то или другое и систе- 
му Еомплекныхъ чиселъ, для которой го'^=1, можемъ пре- 
образовать въ систему, для которой б)'*= — I. Еслижекоэф- 
4)ид1енты преобразопашя должны быть действительны, то 
первую систему нельзя преобразовать во вторую. Ибо въ пер- 
вой систем'Ь н^тъ такого числа х^+х^со^ съ действительными 
коэффищентами, вторая степень котораго равнялась бы — 1, 
а во второй системе такое число есть: это число «' (11). 
Называя систему комплексныхъ чиселъ, у которой х^ и х^ 
действительны и различны, гипе рболиче ской^ а систему, для 
которой х^ и X, мнимы и сопряженны, — эллипхизаеской, мы ви- 
димъ такимъ образомъ, что хотя эллиптичесшя и гиперболи- 
ческая системы припадлежатъ къ одному классу, однако дей- 
ствительнымъ преобразованхемъ не могутъ быть переведены 
одна въ другую. 

Если х^=х^, то х^ и X, действительны, и мы можемъ 
употребить прежнее преобразован1е: будемъ иметь б>'^=0. 
Систему, для которой х^=Х2, мы будемъ называть параболи- 
ческой. 

Итакъ, резюмируя сказанное, мы имеемъ теорему. 

Теорема П. — Системы съ дгьиствишельными коэффи- 
щентами въ таблиц)ь умпоженгя можно раздгьлить на три 
типа : системы гиперболическгя^ эллиптическгн и пароболи- 
ческгя. Числа х^ и х^ для перваго типа дгьйствительны и 
различны, для второго — мнимы и сопряженны, длятретьяго 
— дгьйстмстельныиравны. Характеристическое равенсто мо- 
оюетъ быть дп»йствишелънымъ преобразовашемъ приведено къ 
виду б>*=1 для чиселъ перваго типа, (У^= — Х-^второю 
и со^=0—третьяю. 

Системы эллиптичесшя и гиперболическгя принадле- 
жать къ первом }! класс у^ системы параболическгя ко втором у. 
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Хотя на основан1И этой теоремы мы можемъ ограни- 
читься И8учен1емъ трехъ весьма простыхъ системъ комплек- 
сныхъ чисехь вида х^-^х^сэ, для которыхъ б>^ равняется или 
0; или 1, или — 1, мы предпочтемъ однако изучеше или си- 
стемы общаго вида х^е^+х^е^ съ произвольными единицами 
•€, и 6^, или же системы вида а;^ +а?,аэ съ характеристичен 
СБимъ уравнен1емъ 

с:>^= — Х1Х2 +(^1 "^^в)^» 

къ которой мы непосредственно приходимъ, если примемъ 
модуль операц1и умножен1я за одну изъ комплексныхъ еди- 
ницъ, оставивъ другую единицу совершенно произвольной. 
Ибо, во-первыхъ, тиаичесв1я системы представляютъ частные 
случаи этой посл^Ьдней для сл^дующихъ значен1й х^, к,: 

1) Х1=— Х2=1, 

2) х,=— х,=г, 

3) х,=— /^=0, 

и такимъ образомъ мы зам']&няемъ изучеше трехъ системъ 
изучешемъ одной, и во-вторыхъ при изсл'Ьдовав1и бол-^^е 
общей системы ясн'Ье выступатотъ геометричесия свойства 
системъ съ модулемъ умножешя. 

8. Геометрическое изображеи1е компленсныхъ чиселъ. — 

Комплексное число съ двумя единицами мы можемъ предста- 
вить на плоскости или точкой, или прямой лин1ей. Съ этой ц^лью 
мы будемъ пользоваться трилинейной системой координатъ. 

Проведемъ как1Я нибудь три прямыя лин1и д,^^ й^^ Л^ 
такъ, чтобы точки ихъ псресЬчешя 0^, 0^^ 0.^ не сливались 
бы въ одну и возьмемъ точку Е, которая не лежитъ ни на 
одной изъ прямыхъ Л, Принимая точку ^^ за единичную точку, 
прямыя (^^, й,, б?з — за стороны основнаго треугольника три- 
линейной системы координатъ, означимъ черезъ X^, Х^, Х3 
трилинейвыя координаты какой нибудь точки Р. Зная три- 
линейныя координаты точки Р мы можемъ опред'Ьлить отно- 

П1еН1Я 

Обратно по даннымъ отношешямъ х^ и х^ мы найдемъ 
трилинейныя координаты точки Р: 

Х^=бХ^у Х^=:ОХ^У Х^=^б 
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гд^ б произвольный мноя^итель пропорц10нальности. Поэтому 
отношен1я х^ и х^ ны можемъ въ свою очередь принять за 
координаты ТОЧЕН Р, въ отлич1е отъ трилинебныхъ я назову 
ихъ ангаршоничесБини кооринатами точки Р: ибо 

х,=^=0,{0,0,ЕР) 

— ангармоническому отношен1ю четырехъ лучей, идущихъ изъ 
точки 0^ къ точкамъ О^^О^^Е^Р соответственно, 

Чертежъ 1. 




— ангармоническому отношешю лучей идущихъ изъ 0^ къ 
течкамъ О^^О^^ Е, Р. Зам-Ьтимъ что 



X, 



д_ 



X. 



0,{0,0,ЕР). 



Когда мы употребляемъ ангармоническ1я координаты, то 
прямая й^^ И точка Оз играютъ иную роль ч']&мъ прямыя (^^ , Л^ 
и точки 0^ и Од. Назову прямую Л^ горизонтомъ, точку О^ 
— началомъ координатъ, прямыя й^, Л^ — координатными осями 
и точки 0^ и 0^ — координатными точками. Точки е^ и е^ пе- 
ресЬченхя прямыхъ 0,Д О^Е съ й^ и Л^^ назову точками 
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масштаба. Очевидно, что положен1е осей воординатъ и единич- 
ной точки будетъ известно, если намъ даны точки масштаба. ^Амал* I*. «5^*^^*^ 

Комплексное число х^^х^е^-^х^е^ я буду изображать 
точкой, ангармоническ1я координаты которой суть 

и трилинейныя: 

Эту точку, изображающую число а;, назову точкой х. 
Легко вид'^ть, что всякое число х съ конечными и опред']^лен- 
ными кодффищентами х^^х^ будетъ изображаться н']^которою 
опред']&ленною точкой^ которая не лежитъ на горизонте, и 
обратно всякая точка плоскости, на горизонт*]^ не лежащая 
(не исключая и безконечно удаленныхъ точекъ), будетъ пред- 
ставлять н-^которое число х съ конечными и определенными 
коэффищентами'. Числа вида 

ссе^ 4- оое, 

будутъ изображаться точками горизонта (ибо ^=0), при 
чемъ опред'Ьленному отношен1Ю безконечно большихъ коэффи- 
ц1ентовъ будетъ соотв'Ьтствовать определенная точка гори- 
зонта. Число 

х^ е^ + оов,=о6(0в^ + х^е^)^ 

где х^ и х^ конечиы изобразится точкой 0^, число 

осе^ -ь а;,е,=оо(а?1 е^ -+- Ое,) , 

где х^тих^ конечны — точкой 0^. Комплексный единицы будутъ 
изображаться точками масштаба в^ и в^, число в^ч-е, — единич- 
ною точкой Е. 

Вместо того, чтобы изображать комплексное число х 
точкой X съ трилинейными координатами Х^^ Х^^ Х^ 1т мо- 
жемъ также хорошо представить ее прямой лишей, координа- 
ты который относительно той же системы координатъ суть 
Х^, Х^, Хз- Конечно свойства комплексныхъ чиселъ полу- 
чатъ различный геометрическ1й смыслъ, смотря по тому, бу- 
демъ ли мы представлять комплексное число точкой или пря- 
мой. Но очевидно, что геометрическ1я толкован1я въ обоихъ 
случаяхъ не будутъ независимы одно отъ другаго, но будутъ 
связаны между собой согласно съ принципомъ двойствевности. 
Поэтому въ дальнейшемъ намъ нетъ надобности разсматри- 
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вать подробно оба способа геометричесваго представдешя 
вомплевснаго числа, но достаточно избрать какой нибудь 
одинъ изъ нихъ: мы будемъ изображать комплексное число 
точкой. 

9. Новыя единицы. — Если вм'Ьсто комплексныхъ единицъ 
«1 и в, мы введемъ новыя е^ =^^е^ '\' а^е^, вв'=А^1 "*"А^8^ '^^ 
число х=х^е^'^х^е^ приметъ видъ (§ 4) 

гд* 

Изобразивъ числа х^е^^е^ согласно нашему условш точками 
х^е^\е^\ легко показать какой геонетричесшй смыслъ будутъ 
им^ть величины о?/ и х^\ Въ самомъ д^л'Ь, такъ какъ три- 
лннейныя координаты точки 0^ пересЬченхя прямой Ое^^ съ 
горизонтомъ суть 

и следовательно уравн. прямыхъ 0^е^\ О^х^ ^з'^х'» ^а'^з 
таковы: 

Х,/?,-Х^,-Х,(а,/?,-а,/?,)=0, 

Х,^-Х^,— Хз(^г,Д— а;,/?,)=0, 

Хз =0, 

Х^/?, — Х^/?! =0, 

то О,' (О, Ю,е, ^х)={х, В,—х.А)'^=^^ 

такж^ покажемъ, что, означая черезъ О/ точку перес^ченхя 
Ое^' съ горизонтомъ, 

0^\О^О^е^^х)={а^х^ — а^х^):^=^х^\ 

Не изменяя положешя горизонта и начала координатъ, при- 
мемъ прямыя Оз^/ ^ ^я^»' ^^ новыя оси координатъ, в/, в^' 
— за новыя точки масштаба и, слЬдовательно, точку Е — за новую 
единичную точку; тогда гг/ и х^^ будутъ новыми ангармониче- 
скими координатами точки х. Число х^ 'в^ ' н- х^е^ будетъ изобра- 
жаться той же самой точкой, какой изображается и число 
х^е^+х^е^^ но отнесено!^ къ новой систем1& координатъ, кото- 
рая иш'кетъ прежнее начало и горизонтъ и отличается отъ 
старой направлен1емъ осей и единичной точкой. Введен1е но- 
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Фыхъ комплексных'ь единицъ соотв^^тствуетъ, следовательно, 
яреобравованхю координатъ. 

Теорема. — Введя новия комплексиыя единицы е/ и е,', 
мы не ивмгьняемъ положетя точки, изображаюгцей какое ни- 
-будь комплексное число^ но измгьняемъ систему координатъ^ 
къ которой эта точка отнесена^ принимая т>очки, изобра- 
жающгя ноеыя единицы б/ и е^ за новыя точки масшт^а 
4^ оставляя начало координатъ и горизонтъ безъ перемтшы. 

Мы видели въ § 4, что, означивъ черезъ х'у у\ / 
числа х^ у, г выраженныя въ новыхъ единицахъ^ мы будемъ 
ям4ть а?'-ьу=л', если а;-н1/=л, и х\у^=^г^ если ху=^. 

Пользуясь предыдущей теоремой, мы можемъ теперь 
дать геометрическое толкован1е этимъ свойствамъ преобразо- 
вашя къ новымъ единицамъ. Числа х! ^ х буду!^ изобра- 
жаться одной и той же точкой, то же будетъ справедливо 
относительно у и у, ^ и г\ Следовательно преобразованхе 
къ новымъ комплекснымъ единицамъ не будетъ изменять не 
только положен1я точекъ, изображающихъ данныя числа хту^ 
но также и тЪхъ точекъ, которыя изображаютъ сумму этихъ 
чиселъ и ихъ произведен1е. Геометричесшя свойства построе- 
Н1Й, отвечающихъ операцхямъ сложен1я и умножен1я, не будутъ 
поэтому зависать отъ той или другой системы координатныхъ 
осей^ а только отъ относительнаго положен1я точекъ, изображаю- 
щихъ слагаемыя или перемножаемыя числа, относительно начала 
координатъ и горизонта. Эти заключен1я весьма важны, такъ 
какъ опираясь на нихъ, мы можемъ, изучая геометричесшя 
свойства операц1и сложен1Я и умножен1я, выбрать оси коорди- 
натъ и единичную точку по нашему желан1ю. Впрочемъ гео- 
' метричесшя построен1я, отв^чающхя операц1и сложешя, на- 
столько просты, что раскрыть ихъ свойства не представляетъ 
никакихъ затруднешй, каковы бы ни были единицы. 

10. Сло11еи1е N вычитан1е. — Точку ^, изображающую 
сумму ^=а;-ьз/, когда даны точки х ж у^ изображающ1я сла- 
гаемыя, можно построить сл^дующимъ образомъ. 

Правило. — Чтобы построить т/>чку г^ изобраоюающую 
сумму двухъ чиселъ х иу, опредгьляемъ точки а и Ъ переспг- 
ченгя горизонта съ прямыми Ох и Оу и проводимъ прямыя 
хЪ и уа. Точка пересгьченгя послпднихъ и будетъ точкой г. 

Въ самомъ д^ле, трилинейныя координаты точекъ а жЬ 
•соответственно суть 



20 



Сл']^довательно уравнен1е прямыхъ уа и аЬ соотв'бтственна 
будутъ 



У и У,, 1 



Ад, Хд 



х^+у^, х,+у„ 1 



=0, 



^> ^3 



X. 



X. 



^1+У1, а;,+з/„ 1 



Чертежъ 2. 



=0, 




гд-Ь ^1, Х„ 3^ суть теЕущ1Я Еоордиеаты. Очевидно, что о&к 
прямыя проходятъ черезъ точку съ трилинейными координа- 
тами а?1 +2/1,Д?2"^У2» 1, т. е. черезъ точку ^. 

Разсмотримъ н'1которые частные случаи. 

Если одна изъ точекъ гг, у лежитъ на горизонте, а дру- 
гая н'Ётъ, то точка ^ совпадаетъ съ той изъ нихъ, которая 
лежитъ на горизонт^^. 

Если обЪ точки X, у лежатъ на горизонт'Ь, то об^ 
прямыя ау и Ъх сольются ^ъ нимъ, точка ^з будетъ лежать 
на горизонт']^, но положен1е ея на этой прямой будетъ 
неонред']&ленно. Оно можетъ сд']^латься опред'1леннымъ, если 
изв']^стенъ законъ^ по которому точки х ж у приближаются 
къ горизонту. 

Если точки X Е у лежатъ на одной прямой съ О, то 
данное нами построенге неприм'Ънимо, ибо прямыя хЪ и уа^ 
совпадаютъ съ Оху. Это построенхе показываетъ намъ только, 
что точка ^ будетъ лежать на одной прямой съ точками 
X я у. Чтобы им^ть средство построить точку ^ въ этомъ^ 
случа'6 докажемъ слудующую теорему. 



— 21 — 

Теорема. — Еогда точки х и у перемгьщаюшся по двумъ 
прямымъ, которыя пересгькаются на юргсзоншгьу то тонка г^ 
изображающая сумму чиселъ х и у^ будетъ перемгьщаться 
по прямой, проходящей черезъ точку пересгьчепгя двухъ пер- 
выхъ прямыхъ. 

Въ самомъ д*6л^^, возьмемъ БаБ1Я нибудь дв']^ пряныя, 
которыя пересекаются на горизонт* и уравненхе которыхъ 
пусть будутъ: 

гд* 7^ и V ЕаБ1я нибудь данныя числа. Если теперь точка 
X будетъ перемещаться по первой прямой, точка у по вто- 
рой, такъ что 

и^х^ -^щх^ -+- Лг<,=0 

«*1У1+«2У1 + ^^3=0 (13) 

ТО точка 2 будетъ всегда лежать на прямой 

и^Х^ 4- «2X3 + (л -1-7)1^3X3=0, 

которая встр-Ьчаетъ горизонтъ въ точкЬ перес4чен1я двухъ 
первыхъ, ибо изъ соотношен1й (13) будемъ сл']&довать 

^1(^1 -ь 2/1)-+- «^2(^-2 ч-у2)-нг«з(^'^ + '')=0. 

Пользуясь этой теоремой, нетрудно построить точку г', 
изображающую сумму х^-\-у' въ томъ случа'6, когда точки 
а^у у' VI О лежатъ на одной прямой. Беремъ произвольную 
точку К на горизонгЬ и проводимъ прямыя Кх^ и Ку\ На 
нихъ беремъ дв']^ точки хт у такъ, чтобы он* не лежали на 
одной прямой съ О, и строимъ точку 2, изображающую сумму 
чиселъ X Е у. Точка г^ пересЬчешя прямой Ох'у' съ Кг и 
будетъ искомой. Ибо точка, изображающая сумму х^ + у[ должна 
съ одной стороны лежать на прямой 0з^у\ какъ это сл']^дуетъ 
изъ ран'Ье даннаго построен1я, а съ другой, на основати 
только что доказанной теоремы, на прямой Кг (см. чертежъ 2). 

Ум-Ья геометрически строить сумму двухъ чиселъ, легко 
дать правило для построешя точки х, которая изображаетъ 
разность двухъ чиселъ г и у, г — у. Нужно определить точки 
а я Ъ перес^^ченхя прямыхъ гу и Оу съ горизонтомъ и про- 
вести лиши Оа и гЬ; точка х будетъ перес*чен1емъ этихъ по- 



1 



22 



слЪднихъ. КаБъ слЪдуетъ изм'Ьнить это построенае въ томь 
случв,% когда точки г^ у ж О будутъ лежать на одной пря- 
ной, ясно изъ предыдущаго. 

Вм'1сто того, чтобы изображать комплексное число 
х=^х^е^ -^ х^е^ точкой а?, проэктивныя координаты которой суть 
х^ и ж,, мы можемъ изобразить его векторомъ Ох съ нача- 
домъ въ точк-Ь о и концемъ въ точк* х, И тогда операц1Я 
сложен1я комплексныхъ чиселъ опред^литъ н'Ёкоторое построе- 
ше по двумъ даннымъ векторамъ, им'Ьющимъ общее начала 
въ О, третьяго съ т-Ьмъ же началомъ. Векторъ 0^, изобра- 
жающ1й сумму х+у двухъ чиселъ хну, заданныхъ векто- 
рами Ох и Оу, я назову проэктивной суммой векторовъ 
Ох и Оу. 

Изъ предыдущаго ясно, что векторъ 0^ — проэктивная 
сумма векторовъ Ох и Оу — есть дхагональ четыреугольника, 
построеннаго на векторахъ Ох и Оу такъ, что противополож- 
ныя стороны его перес']Ькаются на горизонт'^. 

Вытекающее отсюда правило для проэктивнаго сложен1Я 
векторовъ, я назову правидомъ четыреугольника. Едва ли 
нужно подробно разсматривать, какъ видоизм'Ёняется это 
правило въ томъ случаЬ, когда век горы Ох и Оу будутъ ле- 
жать на одной прямой. 

Если та прямая лин1я, которую мы назвали гори- 
зонтомъ, удалится въ безконечность, то проэктивная сумма 
ве.кторовъ Ох и Оу обратится въ геометрическую въ обыкно- 
венномъ смысл']^ этого термина и правило четыреугольника 
— въ правило параллелограмма. Такъ какъ операщя сложешя 
комплексныхъ чиселъ коммутативна и ассоц1ативна, то тако- 
выми же свойствами будетъ обладать и проэктивное сложенхе 
векторовъ: 

0х-\'0у=0у+0х, 
{Ох -н Оу) -н 0^=0х н- (Оу -ь Ог), 

г}Л Ох, Оу, Ог каше угодно векторы съ общимъ началомъ О 
и знакъ + есть знакъ проэктивнаго сложен1я. 

Проэктивная разность векторовъ 0^ и Оу есть векторъ 
Ох, складывая который проэктивно съ векторомъ Оу, полу- 
чимъ векторъ Ог, Проэктивная разность векторовъ Ог и Оу 
есть сторона четыреугольника, у котораго противоположныя 
стороны перес'Ькаются на горизонт*, дхагональю служитъ век- 
торъ Ог и одной изъ сторонъ векторъ Оу. 
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11. Унномеи1е и д'Ьлен1е. — Разсмотрииъ теперь вавой 
геометричесв1й смыслъ им'Ьетъ операщя умножешя. Предпо- 
лагая, что умножен1е характеризуется таблицей умножешя /)^*^ 

ПН будемъ изучать, вакъ уже было упомянуто, только комму- 
тативныя, ассощативныя и опред^Ьленныя системы, т. е. систе- 
мы, обладающ1я сл'Ьдующими свойствами. 

1. Ко8ффиц1енты таблицы умножен1я удовлетворяютъ 
соотношешямъ Ср'^) 



^1»» ^11? ^11 -Ц ||_0 



2. Опред']&литель 



Д.= 



^1^1-*-Ь12^2» ^1^1-*-Ь22^2 



И равный ему всл-Ьдствхе соотношешй «1,=^,^, \^=Ъ^^ опре- 
делитель Л^' не обращаются для произвольныхъ х^ и х^ 
тожественно въ нуль. 

Возьмемъ два комплексныхъ числа а и о; и, перемно- 
живъ ихъ, означимъ произведенхе черезъ у. Мы будемъ им'Ьть 

Ух =К1«1 + «1 2^2)^1 + КЛ + «22^2)^2^ 
2^2=(*11«1 +*12^2К+(*21^1-^&22«2К- 

Изобразимъ числа хна точками на плоскости и, сов- 
мещая точку X последовательно съ различными точками пло- 
скости, будемъ строить соответствующ1я имъ точки у, изобра- 
жающ1я числа ах. Тогда последн1я равенства получатъ гео- 
метрически смыслъ: такъ какъ они примутъ видъ 

<^^1=К1«1 +«12»2)-^ +(«21^1 -*-»22«2)^+ * 

бУ^={\^а^+Ъ,^а^)Х, +(Ь,^а,+б22«2)^+ * 
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еслЕ вместо ангармоничесБИхъ координатъ введемъ трилиней- 
ныя, то они опред']^лятъ некоторое воллинеарное преобразо- 
ван1е точевъ х въ точки у. Эта коллинеацхя будетъ изм'Ь- 
няться, если будемъ м-Ьнять параметры а^ а а^: следователь- 
но операщя умножен1я опред'блитъ всего оо^ воллинеарныхъ 
преобразовашй. Частнымъ значешямъ а^ и а^ будетъ соответ- 
ствовать одна изъ нихъ, и точку, изображающую число а, я 
назову т очкой хап актериз ующей коллинеащю . 

Известно, что въ важдомъ коллинеарномъ преобразова- 
ши существуютъ точки и прямыя, которыя не изм^няють 
своего положешя. Чтобы найти ихъ для преобразовашй, опре- 
д^ляемыхъ операщей умноженхя, мы изберемъ здЪсь прхемъ, 
который наиболее согласуется съ характеромъ принятаго на- 
ми изложешя, а именно методъ преобразовашя къ новымъ 
единицамъ и, какъ его геометрическое толкован1е, методъ пре- 
образован1Я координатъ. Бъ § 9 было показано, что одна и 
таже точка изображаетъ произведен1е двухъ данныхъ чиселъ 
ах^ каше бы числа мы ни принимали за комплексныя едини- 
цы и, следовательно, каковы бы ни были единичныя точки и 
оси координатъ, къ которымъ мы относимъ точки изображаю- 
Щ1Я множителей и произведете. Отсюда заключаемъ, что 
коллинеарныя преобразован1я^ определяемыя операцш умноже- 
Н1Я, не будутъ зависеть отъ выбора координатныхъ осей и 
комплексныхъ единицъ. Поэтому, желая определить положенхе 
точекъ и прямыхъ, не изменяющихъ своего положен1я, мы 
можемъ принять кашя угодно числа за комплексныя еди- 
ницы. Примемъ модуль умножен1я и и ' какое нибудь 
число о=сэ^е^ -\- сэ^е^^ которое удовлетворяло бы условш 
^и^о)д — и^(А)^=^Оу за новыя единицы и следовательно точки 
и я сэ гв. новыя точки масштаба. Мы будемъ иметь тогда 
такую таблицу умножешя 

и'=и. исо=а). с}и=и 
со^=^/Зи+аа}=^ — у.^у.^ и + {у.^ + у.^)о:) , (14) 

которая сведется къ одному характеристическому равенству 

(о)— Х1)(«— Кд)=0, 

если модуль' и заменимъ обыкновенной единицей (§ 6). 
Если гс/, Жд'; а/, а^'; у^\ у^ суть координаты точекъ 
о;, а, у въ новой системе координатъ, то 

х=х^^-\'ОХ^^ а=а^' + оа^\ У=^У1+оуу^\ 



— 25 — 

Перемножая а и о; и отбрасывая для совращен1я письма 
верхн1е значки, получимъ 

у,=а,х, -\- (а, -ь а^Сх, -ь х,))л:„ (15) 

или, въ новыхъ трилинейныхъ координатахъ, 

Т,=а[а,Х, + {а, +а,(х, -1-Хз))Х,], (16) 

Итавъ мы должны найти прямыя и точки, не изм'^^няю- 
Щ1Я своего положешя въ коллинёарныхъ преобразован1яхъ, 
опредЬляемыхъ посл^Ьдними равенствами. Для того, чтобы 
прямая 

не изменяла своего положен1я, необходимо и достаточно, что- 
бы посл'Ь зам'бны Т^^ У^, Т^ ихъ выражен1ями черезъ 
Х^у ^, Хд первая часть ея уравнентя обратилась въ много- 
членъ Щи^Х^ -ь СГ^Хд-ь Т1^Х^), гд* В некоторая постоянная, 
и следовательно координаты 17^^ 17^, 17^ прямой, не изме- 
няющей своего положен1я, должны удовлетворять соотноше- 

В1ЯМЪ 

в[—у.,у.,а,и, + {а, +а^{у.,-^у,))Щ=Ви,, (17) 

би,=вп,. 

Изъ посл^дняго уравнен1я им^емъ или б=В, или 
?7з=0. Пусть б=В] тогда первые два уравнешя принимаготъ 
видъ 

Если определитель ихъ 

не будетъ равняться нулю, то 17^=: 17^=0 и при С^з^^^ ^^ 
будемъ иметь одну прямую 

х=о, 



— ге- 
не изменяющую своего пологешя. Если же 

и^ш а^-\'а^у.^=-1у 

то вс^ прямыя пучна 

въ первомъ случа'Ь и пучка 

во второмъ не будутъ изм']^нять своего подожен1я. 

Пусть теперь 17^=0\ тогда, исключая ивъ первыхъ двухъ- 
уравнен1й (17) величину В, найдемъ 

Если а2=*=0, то только дв-Ь прямыхъ — 

если «2=0, то всЬ прямыя пучка Л^Х^ -^ 11^X^=0 не бу- 
дутъ менять своего положешя. 

Изъ предыдущихъ изсл']^дован1В мы видимъ, что трк 
прямыя 

^г,(Х,+к,Хз)№+х,х,)=о, 

и только эти три не м']&няютъ своего положен1я каковы бы 
ни были значен1я параметровъ а^ и а^. Одна изъ этихъ 
прямыхъ 

есть горизонтъ; дв-Ь друпя (см. чертежъ 1) 

Х, + хД,=0 (Л) 

Х,+к,Х,=0 Ю 

проходятъ черезъ начало координатъ. ВсЬ три я назову инва^ 
Р 1антными прямыми , а точки ихъ пересЬчешя 1^, /„ 1^ 
инваршнтными точками разсматриваемой системы координатъ. 
Инвар1антныя прямыя Д и Д для чиселъ перваго класса 
(Х1=*=Хз) различны, а для втораго — совпадаютъ; для гипербо- 
лической системы ошЬ разд']&льны и д'Ёйствительны, для эллип- 
тической — мнимы и сопряженны, для параболической совпа- 
даютъ. 



27 



Вернемся теперь къ старымъ вонпдевснымъ единицамъ, 
е^ие^у и старой систем'Ь координатъ. Уравнеше горивонта 
(/з) въ старой систем']^ очевидно будетъ ^^=0. Чтобы 
вайти уравневая двухъ другихъ инвар1антныхъ прякыхъ 
(/1 ^ /а)? проходящихъ черезъ начало координатъ, соста- 
вимъ И8ъ во8ффиц1ентовъ новой таблицы умножешя (14) опре- 
д-блитель такъ, какъ опред'Ьлитель Л^ составленъ ивъ вовф- 
фиц1ентовъ старой. Мы буденъ ин'Ьть 






= К+>^1Л?»)(Л?1-»-ХЛ) 



Если о?/ и х^* суть новыя координаты точки х^ старыякоор^ 
динаты которой суть х^ и а^^, такъ что 

то теорема II § 4 даетъ намъ равенство 

ИВЪ которагоу ваключаемъ, что уравнеше пары инвар1антныхъ^ 
прямыхъ^ проходящихъ черезъ начало координатъ, въ старыхъ 
ангармоническихъ координатахъ будетъ Л^=0. Такимъ обра- 
зохъ, резюмируя предыдущхе результаты, мыим^емъ теорему. 

Теорема I. — Есть оо* коллинеариихъ преобрааоватй^ ко- 
тпорыя опредтьляюшся операцгей умноженгя коммушаптвной^ 
мсоцьашгсвной и опредтменной системы хомплексцыхг чисель^ 
не измтшютъ положенгя шрехъ прямыхъ лингй: горгштта 
и двухъ прямыосъ 

проходящихъ черезъ начало координатъ^ и только этихъ трехъ. 
Если система принадлеоюитъ къ первому классу^ то пря- 
мыя Лд^=0 различны^ если ко второму^ то онгь совпадаютъ. 
Для гиперболической системы прямыя Ад.=0 дгыИст^ит^ельны 
ираздгьльны, для эллиптической— мнимы и сопряженны^ для 
параболической — совпадаютъ . 

Сл'Ьдств1е. — Если въ равенств* у=ах^ опред^ляющемъ 
коллинеащю, мы положимъ х=и, то получимъ -1/=а. Сл**- 
довательно точка а , характеризующая коллинеащю, есть 
та точка, въ которую эта коллинеащя переводитъ точку /^, 
изображающую модуль операц1и умноженхя. Поэтому, поль- 
зуясь предыдущими изсл*дован1ями, мы можемъ сказать, что 



— 28 — 

у, изображающая произведен1е аж, соотвЬтствуетх точк-Ь х въ 
воллинеарномъ преобразован1и, не изм'^^няющемъ положен1Я 
трехъ инвархантныхъ прямыхъ лиши и переводя щемъ точку /г 
въ точку а. Обратно, точка а, изображающая частное двухъ 
чиселъ у:х соотв-Ьтствуеть точкой въ коллинеарномъ пре- 
образоваши, которое не изм'бняетъ положешя трехъ инва- 
р1антныхъ прямыхъ и точку X переводитъ въ точку у. 

Такимъ образомъ, когда намъ изв'Ьстно положенхе инва- 
рхантныхъ прямыхъ и точки //, то об'Ь задачи: построить 
произведен1е двухъ чиселъ и частное отъ дйлетя одного 
числа на другое сводятся къ одной и той же задач* проэк- 
тивной геометр1и: найти точку, въ которую переходитъ дан- 
ная, при коллинеарномъ преобразован1и, заданномъ тремя пря- 
ными, не изм'Ьняющими своего положен1я, и парой соотв'Ёт 
ствующихъ точекъ. * 

Займемся теперь р-Ьшенхемъ обратнаго вопроса: опредЬ- 
лимъ ВС* коллинеарныя преобразован1Я, которыя не изм*няютъ 
положен1я трехъ прямыхъ. Съ одной изъ этихъ прямыхъ 
совм-Ьстимъ основную прямую йд трилинейной системы коор- 
динатъ, дв4 друг1я основныя прямыя проведемъ черезъ точку 
пересЬченхя двухъ другихъ прямыхъ своего положешя не 
м'Ьняющихъ. Уравнен1я этихъ прямыхъ тогда будутъ 

(Х, + к,Х,)(Х,+у,Х,)=0 

Хз=0 

гд* х^ и Хд нЬкоторыя положительныя, отрицательный или 
обыкновенныя мнимыя числа. Пусть уравнешя 

^2 = ^21^1 "+"^22^2 "^^23-^3? (^^) 

^3 = ^31^1 ■+■^32^2 + ^38^3 

опред*ляютъ искомыя коллинеащи. Такъ какъ горизонтъ не 
м'Ьняетъ своего положенхя, то мы должны им-бть Т^=0 при 
Хз=0, следовательно с^ =с^^=0. Такъ какъ начало координатъ 
остается неподвижнымъ, то Г'^=У,=0, еслиХ^=Х,=0, сле- 
довательно 013=^23=0. Наконецъ, чтобы прямыя Х^4-х^Х,=0 
и Х^'Ьх^Х^^=0 не меняли своего положешя, мы должны 
им^ть соотношен1Я 

С^^ Ч-Х^С2^=Х1, С^^ -Ь'/2С,^=Д, 

^12 + ^1^2 2^^^^-^ ^1? ^12 + ^'2^22^^ "'^ ^2» 
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гд']^ Е Е В! н^хоторня достоянный. Исключая ихъ, получимъ- 
два уравнен1я 

нзъ воторыхъ^ полагая с^^='0^с^^у ^«1=^»^з1> ^з8=^^ им-Ьемъ 

И уравнешя (18) обратятся въур. (16), еъ которымъ приводить 
насъ операщя умножешя воыплексныхъ чиселъ вида х^-^-х^со 
съ хараБтеристичесвимъ равенствомъ {со — у.^){(о — х,)=0. 

Такимъ образомъ существуетъ оо^ коллинеарныхъ пре- 
обра80ван1й, воторыя не м^няютъ положешя трехъ прямыхъ 
лиши Х^(Ху^'{-у.^Х^){Х^ + у^Х^)=^{). ВсЬ они определятся 
операщей умножен1я комплевсныхъ чиселъ вида х^ -^-х^о съ 
характеристичесвимъ равенствомъ {со — у.^){со — >'»)=0. 

Теорема П. — Всгь оо* коллинеарныхъ преобразованы^ 
который не измтьплюшъ положенья трехъ данныхъ прямыхъ 
лингй опредгьлятся операцгей умноженгя надлеоюащимь обра- 
аомъ построенной коммутативной^ ассоцгативной и опредть- 
ленной системы комплексныхъ чиселъ, если одну изъ данныхъ 
прямыхъ примемъ за горизонтъ^ а точку пересгьченгя двухъ 
другихъ — за начало координатъ {ср. теорему § 13). 

Сл'&дств1е. — Если мы припомнимъ, что точка и прямая 
не изм^няютъ своего положен1я въ коллинеарномъ преобра- 
80ван1и, если первая лежитъ на перес']&чен1и двухъ прямыхъ^ 
а вторая соединяетъ дв'Ь точки, которыя остаются неподвиж- 
ными въ этомъ преобразован1и, то придемъ къ такому заклю- 
чен1ю. 

Вс']^ оо'^ коллинеарныхъ преобразованхй, которыя опре- 
д'Ьляются операщей умножен1я коммутативной, ассощативной 
и опред']^ленной системы^ не изм']&няютъ положен1я трехъ и 
только трехъ инвархантныхъ точекъ этой системы. 

Обратно ьс'Ь оо' коллинеарныхъ преобразовашй, кото- 
рыя не изм^няютъ положеп1я трехъ данныхъ точекъ опре- 
д'Ьлятся надлежащимъ образомъ построенной коммутативной, 
ассощативной и опред'бленной системы, если одну изъ точекъ 
примемъ за начало координатъ, а прямую соединяющую дв'6 
друг1я за горизонтъ. 
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Теорена III. — Если у=ах, то 

Ц1,1,их). Ц1,1,ца) = Ц7,1,иу), 
1,(1,1^^их). Щ,1,иа) = ЦI^^иу), (19) 

т. е. ангармоническое отнотенге какихъ либо двухь сторот 
инваргантнаю треуюльника и двухъ прямыхъ соединяющую 
общю вершину этиссъ сторонъ ев точками, изображающими 
модуль и произведенге двухъ данныхь ииселг, равняется про- 
изведенью подобныхъ оюе отнотенЫ для каждаю изъ мнооюи- 
телей. 

Въ самомъ д'Ьл*, такъ какъ въ кодлинеащи, опред-Ьляе- 
мой равенствомъ у=ах, лучи /,/,, 7,7, не изм*няютъ своего 
положешя, а лучи 1^и, 1^х переходить въ 1^а и 1,«/, то 
основная теорема проэвтивной геометрхи даетъ намъ равенство 

умноживъ которое на 7,(1,7,/га), получаемъ первое изъ ра- 
венствъ (19), Также докажейъ и остальныя два. 

Эту теорему можно доказать другимъ, аналитическимъ, 
способомъ. Если ны снова примемъ точки а и о за точки 
масштаба, то равенство у=ах распадется на два (1Г)), изъ 
которыхъ легко выводимъ соотноп1ен1я: 

У1 + ^%У,={а, + ^за^){х, + х,ж,). ^^^' 

Замечая, что уравнешя прямыхъ 1,1.,1.1.,Ги,1,х соответ- 
ственно суть 

Х^ + х^Х, -о, 

Х,+х,Х,- Х,=0, 

Х, +х,Х,— (ж, +х,ж,)Д,=0, 
легко докажемъ^ что 

x^+)^^x^=ЦI^^иx). 
Также обнаружимъ, что 

x,+у^x,=Щ^^иx), 
И И8ъ равенства (20) подучимъ (19). 
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Эта теорема даетъ возкоясность и8сл']Ьдовать н-Ькоторыд 
юсобенности операцш умножен1я и коллинеащи, ей опредЪ^сяе- 
ной, въ с^г6д7ющиxъ частныхъ случаяхъ. 

1. Когда точка а лежитъ на прямой и1^уТ0 I^(I^I^иа)=^ 
и первое изъ равенствъ (19) обращается въ с л'Ь дующее 

1,{1^,их)=1,{1,1^цуи 

изъ котораго заключаемъ: если точка а, характеризующая 
холлинеац1ю лежитъ на прямой соединяющей точку и съ 
какой нибудь изъ инвар1антныхъ точекъ, то прямыя, прохо- 
ДЯЩ1Я черезъ посл'Ьднюю и веб точки противоположной ей 
инвар1антной прямой не изм^нятъ своего положен1я. 

2. Предположимъ, что точка а лежитъ на инвархантной 
прямой /\; тогда 1^{1^1^иа)=1^{1^1^иа)=0 и равенства (19) 
даютъ намъу если точка х не лежитъ въ точк'Ь /^ 

Точка у очевидно лежитъ на прямой Д, такъ что всЬ 
точки прямой: 

проходящей черезъ 7^, перейдутъ въ одну и ту же точку у 
прямой /^. Что же касается самой точки 7^, то положеше 
ея посл"]^ преобразован1я будетъ совершенно неопред'Ёленно, ибо 
когдаж совпадаетъ съ/^, то I^{I^I^^иx)=сОу 1^(1^1^ их)=со, 
1^{1^1^их) будетъ неопределенно и изъ равенствъ (19) сл*- 
дуетъ, что ВС* три ангармоническихъ отношен1я 1^(1^1^ иу)у 

^%(^г^1МУ)^ ^Л^1^9МУ) Д'Ьлаются неопред-бленными. Итакъ, 
если точка, характеризующая коллинеащю, лежитъ на инва- 
рхантной прямой /• (г=1, 2, 3), то всЬ точки прямой, про- 
ходящей черезъ 1-, переходятъ въ одну и ту же точку пря- 
мой /^; точка же 1^ посл*]^ преобрадован1я занимаетъ совер- 
шенно неопред']&ленное положен1е. Отсюда заключаемъ обратно: 
если точки а ж у лежатъ на инваргантной прямой /'^•, то 
точка X изображающая частное у / а будетъ лежать на 
н'Ькоторой опред'бленной прямой, которая проходитъ черезъ 
I. (^'=1, 2, 3), но положеше ея на этой прямой будетъ не- 
<)пред']&ленно; если же точка а лежитъ на /)•, а точка у н'бтъ, 
то точка X совпадетъ съ 1^. 

3. Пусть точка а совпадаетъ съ точкой 1^\ тогда 
1,(11 7з/^л)=оо, Л(-^1Л.^^)=^^> -^ДЛ^з-"^) неопределенно, и 
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следовательно, если х не лежитъ на прямой /, , 1^{1^1^]иу)=^со^ 
1^{1^1^.иу)=со и 1^{1^1^]иу) неопределенно, тавъ что у со- 
впадаетъ съ /^, т. е. всё точки не лежапи'я на прямой Д- 
переходятъ въ точку /^ . Если же точка х лежитъ на прямой 
/*^, то 1^(1^1^ их)=0. 1^{1^1^их)=0у и всЬ три ангармониче- 
СК1Я отношен1я (19) будутъ неопределенны: положеше точки у бу- 
детъ также неопределенно. Такимъ образомъ, когда точка а 
характеризующая коллинеащю совпадаетъ съ инвархантной 
точкой 1^, то все точки плоскости, которыя не лежатъ на пря- 
мой /). перейдутъ въ точку -?,., а точки прямой /,. займутъ 
совершенно неопределенное положеше. Отсюда заключаемъ 
обратно: когда точка а совпадаетъ съ 7^., то точки, изобра- 
жающ1я числа у / а лежатъ на/^, если у не совпадаетъ съ 1^ 
и будетъ совершенно неопределенно— въ противномъ случае. 

12. Геометрическая сЬтка. — Уже изследовашя предыду- 
щаго параграфа обнаруживаютъ, что инвар1антныя прямыя и точ- 
ки — стороны и вершины инвар1антнаго треугольника^ а так- 
же точка /г, изображающая модуль операщи умножен1Я, имеютъ 
важное значенхе для всей теорш разсматриваемыхъ нами 
комплексныхъ чиселъ. Мы покажемъ теперь, что не только 
треугольникъ 1^1^!^ и точка и сами тесно связаны со свой- 
ствами соответствующей имъ системы комплексныхъ чиселъ, 
но даютъ возможность построить целый рядъ прямыхъ и то- 
чекъ, которыя также находятся въ замечательномъ отношен1и^ 
къ этой системе. 

Теорема 1.—Если точки х и у находятся на различ- 
нихъ сторонахъ инваргантнаго треуюльника , произведете 
:г=ху изобразится точкой пересгьчепгя этихъ сторонъ. 

Въ самомъ деле, если х лежитъ на стороне /зЛ' ^ У 
на стороне 1^1^, то 

Щ,1,^их)=со, 1,{1,1,иу)=0, 

и теорема III предыдущаго параграфа даетъ намъ равенства 

изъ которыхъ следуетъ, что точка ^ совпадаетъ съ точкой /,. 
Также докажется теорема и въ другихъ случаяхъ. 

Теорема П. — Произведете двухъ чиселъ х^у изобразиться 
инваргантной точкой 1) если одна изъ точекъ х^у совпог 
даетъ съ инваргантной точкой^ положенге другой можетъ 
бить при этомъ произвольно, и 2) если тючки х^у лежатъ 
наразличныхъ сторонахъ инваргантнаго треуюльника, кото- 
рия проходятъ черезъ разсматриваемую инваргантную точку. 
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Въ самомъ жкл^, пусть точкам, изображающая произве- 
дете ху, совпадаетъ съ какой нибудь изъ инвар1антныхъ 
точекъ, наприм']&ръ съ /3*7 тогда 

сл']&довательно должно быть 

Эти равенства возможны при сд'Ьдующихъ услов1ЯХъ. 

1. I ^{1^1^ их)=^^ , 1^{1^1^их)=оо^ т. е. когда точка х 
совпадаетъ съ Г,, положеше точки у можетъ быть приэтоиъ 
совершенно произвольнымъ. 

2. 1^{1^1^их)=0у 1^{1^1^иу)=оо, т. е. когда точка х 
лежитъ на сторон* 1^1^, а точка у на сторон* 1^1^. 

Друпя предположен1я, при которыхъ им*ютъ м*стораз- 
сматриваемыя равенства, очевидно сведутся къ тому, что мы 
обм^няемъ местами точки х я у. Такимъ образомъ теорема 
доказана. 

Такъ какъ точка 1^ изображаетъ число нуль, то изъ 
доказаннаго сл-Ьдуеть, что произведете ху=:0 только въ 
двухъ случаяхъ: 1) когда хотя одинъ изъ множителей рав- 
няется нулю и 2) когда одна изъ точекъ х,у лежитъ на 
одной, а другая на другой изъ инвар1антныхъ прямыхъ, про- 
ходящихъ черезъ начало координатъ. 

Зам'Ьчу, что теоремы I и II, какъ это видно изъ сл-Ьд- 
СТВ1Я 2 теоремы III предыдущаго параграфа, допускаготъ исклю- 
чен1е: когда одинъ изъ множителей изобразится инвархантной 
точкой, а другой — точкой противоположной инвар1антной пря- 
мой, произведете будетъ неопределенно. 

Теперь, пользуясь инвар1аитнымъ треугольникомъ Т^Т^Т^ 
и точкой /г, построимъ такъ называемую геометрическую 
сЬтк^ . Съ этою Ц'Ьлью, соединивъ точку и съ 1^^1^^1^^ мы 
строимъ сначала полный четыреугольникъ и1^1^1^ и отм-Ь- 
чаемъ его дхагональныя точки ^, г, С. Докажемъ следующее 
свойство сторонъ этого четыреугольника. 

Теорема III. — Если точки х и у лежать на одной и 
той же сторонгь полнаго четыреугольника 1^1^Т^и^ то 
точка ^, изобраоюающая произведете ху, лежитъ на той 
оюе сторонгь этою четыреугольника. 
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Для доказательства теоремы, очевЕлно, достаточно раз- 
смотреть только два случая, первой, когда точка ж,у лежать 
на какой нибудь изъ иевар1антныхъ прямвгь, второй, когда 
он* лежать на какой ннбудь изъ лиши ц1^,и1^^и1^. Пред- 
нологинь сначала, что точки х.у лежать на сторон* и1 
Тогда *■ 

Чертехъ 3. 




н ИЗЪ теоремы III предыдущаго пгц)аграфа им*емъ2^ (7, /, иг)=\ ; 
это равенство повазываетъ, что точка г лежитъ на той же 
сторон* и!^. Если хну будутъ лежать на одной и той же инва- 
р1антной прямой, наприм*ръ /^/д, то 1г{1хЦи,^)=^1^{1^1^,иу)=^^ 
и значить 1^(1^1^ иг):=^^ откуда сл*дуетъ, что точка г ле- 
житъ на той же прямой. 

Теорема IV. — Квадратъ чг^сла, изобраоюа^маю точкой 
пересгьченгя какихъ либо сторонъ полнаго четыреуюльника 
111^1^1^^ изображается той оюе точкой. 

Въ самомъ д*л*^ по предыдущей теорем*, когда х ле- 
житъ на какой нибудь сторон* полнаго четыреугольника, то 
и X* лежитъ на той же сторон*. Если, поэтому, точка х бу- 
детъ одновременно лежать на двухъ сторонахъ четыреуголь- 
ника, т. е. будетъ въ перес*чен1и этихъ сторонъ, то и ж* 
будетъ лежать на перес*чен1И т*хъ же сторонъ, т. е. будетъ 
совпадать съ х : х^=х. Уравнеи1е х^=х им*етъ такимъ 
образомъ семь корней: 

^, >?, ^7 ^1, Л, 1^^ Ц 



35 — 



если черезъ /^, /,, 7. означимъ числа, изображаемый инва- 
р1антными точками. Можно показать, что другихъ корней 
уравнеше х^=х им^ть не можетъ. 

обладаюшъ слгьдующимъ 



Теорема V. - 
4^011ствомъ 


— Числа ^, т;, 4 облад 








гС_7„ :$-!,, ^г1-1,. 



Эта теорема есть сл4дств1е теоремъ I и IV. Зам'Ьчу, что 
число /з=0. 

Продолжимъ построеше геометрической с']Ьтки. Соединяя * 
точки ^,7;,4 прямыми, строимъ д1агональный треугольникъ 
^Т/^ и опред-бляемг точки перес'Ьчен1я его сторонъ съ 
соотв'&тствующими сторонами инвар1антнаго треугольника: 
^г} съ 1^1^, тХ съ /,7з? ^?^ съ /,/^. Первая изъ этихъ то- 
чекъ, С, какъ видно изъ чертежа, будетъ гармонично соаряже* 
да съ 4 относительно 1^ и 7„ вторая — съ ^ относительно /^ и Г,, 
и наконецъ третья — съ г\ относительно 7, и /,; следовательно 
вторая будетъ изображать число — ^, а третья — т}. Три точ- 
ки — ^, — Т1^ С будутъ лежать, какъ известно, на одной пря- 
мой — на поляр-Ь точки а относительно треугольника Т^/,/,. 

Проводя прямыя 7Д — ^), 7,( — г), /дС, нетрудно дока- 
зать, что три прямыя 1^( — ^), 1^{ — >;), иХ пересЬкаются въ 
одной точк* — и и что общая точка перес'Ьчен1я прямыхъ 
ХдС, 1^{ — ^), ит} 6у}1етъ — о\ если черезъ б>' означимъ точ- 
ку пересЬчешя прямыхъ 1^( — г), 1^С, и^. Между числами 
^;г,^и^(о\ какъ видно изъ чертежа, существуютъ ташя со- 
отношен1я 

.^=^' -+■>;, 

пользуясь которыми, мы можемъ найти два изъ чиселъ ^, т;, гг, со\ 
когда известны два другихъ и легко докажемъ, что (о^^=^и. 
Относительно точекъ, лежащихъ на сторонахъ треуголь- 
ника с}\ — б5')(— /г), докажемъ следующую теорему. 

Теорема VI. — Произведепге чиселъ. изобраоюаемыосъ точ- 
ками, лежагц/ими на одной и той же сторонтъ треугольника 
€о\ — б>')( — и)^ изобраоюается точкой^ находягцейся на линги 
гармонично сопряженной съ этой стороной относительно 
двухъ сторонъ инваргантнаго треуюлъника. 
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Въ самомъ д^л%, предположимъ, наприм'бръ, что точ- 
кп X }и у лежатъ на прямой 1^С гармонично сопряженной 
съ 1^и относителъпо сторонъ 1^1^ и 7,7, инвархантнаго тре- 
угольника. Тогда 1^(1^1^ их)=1^{1^1^иу)= — 1 и значить 
1^(1^1^ и ^)=^\^ откуда сл'Ьдуетъ, что точка ^ находится на 
прямой 1^и. Также убедимся въ справедливости теоремы и 
въ другихъ случаяхъ. 

Продолжая дал4е построен1е геометрической сЬтки, можно 
обнаружить, что числа, изображаемыя узлами этой с^тки 
выразятся линейно черезъ ^ и г, при чемъ коэффицгентами 
у ^ и т; будутъ ращональныя числа, и что, обратно, всякое 
линейное относительно ^ и т; выражев1е съ ращональными коэф- 
фиц1ентами булетъ изображаться н']ккоторымъ узломъ с^тки. 
Отсюда, принимая во вниманхе теорему V, им'Ьемъ следую- 
щую теорему. 

Теорема VII. — Квадраты и произведенгя чиселъ^ изобра- 
жаемыхь узлами геометрической сптки , построенной на 
инваргантномъ треугольникть и точкгь и , изображаются 
узлами той же сгьтки. 

Мы не входимъ въ подробное доказательство этой тео- 
ремы потому, что она, хотя и представляетъ интересъ са11а 
по себе, однако не играетъ никакой роли въ дальн^йшемь 
изложеши. 

Найдемъ теперь комплексныя числа, изображаемыя т-Ьми 
точками, которыя мы разсматривали. Построенная нами гео- 
метрическая сЬтка вполне опред'Ьляется инвархантнымъ тре- 
угольеикомъ и точкой и. Поэтому мы найдемъ уравнешя 
вс'Ьхъ прямыхъ этой сЬтки, координаты точекъ ихъ пересЬ- 
чен1я и комплексныя числа, изображаемыя этими точками, если 
намъ будутъ известны уравнешя сторонъ инвархантнаго тре- 
угольника и число и=и^е^^ и^е^. Какъ находится число // 
бы.10 показано въ § 6. Чтобы им^ть уравнешя инвар1ант- 
ныхъ прямыхъ, разлагаемъ квадратичную форму Л^ на линей- 
ные множители: если 

тоуравнен1я ипвар^антныхъ прямыхъ 1^^, ^^з^>» проходящихъ 
черезъ начало координатъ, въ аыгармоническихъ координатахъ 
будутъ 

и,х, -н и^х^=0, 1,1, 
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Такъ кавъ ур. третьей инвар1антно& пряиоК, горизонта, есть 
Х^=0, то точки /1,Л>^8 имЪютъ сл'Ьдующ1я координаты 

Г„-Г„0 I, 
О , О, 1 1, 

и уравнешя пряныхъ а!^, аХ^, а/,, если положииъ 






■будутъ 



щ Х^ + «г, X, ~- X, = О, ,^г1, 
С!^, + V, X,— Х,=0, а/, 



Вычисляя координаты точекъ ^, т;, ^ перес'Ьчен1я прямыхъ 
и!^^ и!^^ и!^ съ инвар1антными прямыми 1^1^^ 1^1^^ 1^1^ 
<юотв'Ьтственно, будемъ пм'Ьть 

тд'Ь 

Такимъ образомъ 

^=(V,е,—V,е^) : 2х, 7:=(г*1ез— «^г^^) : 2х, 

4=30(^,61+^^/262), (22) 

/1=00(1*16,-1^261), /2=00(^26^— ^^б,), 1з=0. 

Зам'Ёчая, что каждая новая прямая сЬт&я определяется 
двумя уже ранЪе построенными точками, мы навдемъ после- 
довательно ур. какихъ угодно прямыхъ сЪски и координаты 
точекъ ихъ пересЬченхя. Мы опускаемъ дальнейшхя вычисле- 
шя, такъ какъ для насъ кромЬ точекъ ^^г)^^^и^1^,1^,1^ 
им'Ьютъ важное значен1е еще только дв^, изображаемыя 
числами 
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бс*]^ теоремы этого параграфа были получены кавъ сл'Ьд- 
СТВ1Я изъ теоремы 111 параграфа предыдущаго. Но мы пока- 
жемъ въ сл-Ьдующемь §, что эта последняя въ свою очередь 
можетъ быть выведена изъ теоремы V: теорема V им-Ьеть 
сл'Ьдовательно важное значенте для всейтеорхи разсматривае- 
мыхъ нами вомплевсныхъ чиселъ и потому мы дадимъ теперь 
еще другое ея доказательство. Примемъ снова и т сэ В9^ но- 
выя единицы и точки /г: и б> за точки масштаба. Бъ новой 
систем* координатъ ангармоническ1я координаты точки //бу- 
дутъ (1,0;, а уравнев1я инвар1антпыхъ прямыхъ, какъ видели 
въ предыдущемъ параграф*!}, 

Поэтому, чтобы получить координаты точекъ ^', т;, 2^, /^,72, Г, 
и выражен1я для чиселъ, изображаемыхъ этими точками въ 
новой системе, стоитъ только въ полученныхъ выше форму- 
лахъ (22) заменить ^пС/з,^^,^^,//^,//^ черезъ 1, х^, 1,к.2,1,0 
соотв*Ьтственно. Тогда мы будемъ им^ть 

^=^(у,-со),г, =1(а>-х,), <:=сх)(Г, +00.) (22') 

Перемноживъ числа ^,>;,4, возвысивъ ихъ въ квадратъ 
и воспользовавшись зат']^мъ харавтеристическимъ равенствомъ 
(бз — У^1){со — Х2)=0, получимъ теорему V. 

13. Единицы ^ и т. — Комплексныя числа ^ и г, благо- 
даря простоте равенствъ 

$'=-^, П'=Г, ^г=0, (23) 

которыя даетъ теорема V, весьма удобно принимать за ком- 
плексныя единицы. Такъ какъ точки ^ и г? лежатъ на инва- 
р1антныхъ прямыхъ 1^1^ и /3/1, и прямыя 1^^, 1^7} пересЬ- 
каются въ точк-Ь //, то введенхе единицъ ^ и >; соотв'Ьт- 
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ствуетъ тоиу; что мы принимаекъ инвархантный треуголь- ' 
ЕИБъ за основной треугольниБъ и точку и за единичную 
точку. Принимая во ввиманхе^ что изъ внражен1й для чиселъ 
^ и 7} сл4дуетъ 

\ (24) 

мы им'^^емъ такое выраженхе для комалекснаго числа 
х=^х^е^л-х^е^ въ единицахъ ^ и >} 

ГД* ^х=^1^1-+-^8^2? (25) 

причемъ теорема § 9 даетъ намъ ташя значенхя для и^ и г;^: 

^х=^1(ЛЛ.^л;), ^ 

V =1^{\1^их), (26) 

Пользуясь равенствами (23), легко выводимъ сл^дующ1я 
формулы для произведен1я, частнаго и квадратнаго корня: 

ху^и^Му^ 4- V^.Vу^,, (2 7) 

^ •У={и^'^^)^-^ (V, : гу)т7, (28) 

1/^±|/^^^-±1/^>,. (29) 

Если означимъ черезъ ^=:и^^-^V^^1 произведенхе ху^ то изъ 
первой формулы им'бемъ равенства 

V,Vу=V^, (27') 



который всл^дств1е укаваннаго нами значен1я коэффищентовъ 
при ^ и ?;, (26), тожественны съ равенствами (19) парагра- 
фа 11. Такнмъ образомъ весьма важная теорема Ш пара- 
графа 11 можетъ быть выведена какъ сл'1дств1е изъ теоремы 
V предыдущаго параграфа. 
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Изъ формулы (29) видно, что ^х ивсбеть четыре значе- 
Н1Я соотв'^тствеяно четыремъ возмохнымъ вомбинац1Ямъ зна- 
ковъ + и — . Зная точку а, которая изображаетъ одно изъ 

8начен1й у^ мы построимъ точки, изображающ]я остальныя 
три такимъ образомъ: соединивъ точку а съ ^^ и 7,, строимъ 
дв*]^ прямыя 1^Ьу^ и 7,^2, изъ которыхъ первая была бы гар- 
монично сопряжена съ 1^а относительно сторонъ 1^1^,1^!^^ 
а вторая — съ 1^а относительно сторонъ 1^1^,1^!^ инвархант- 
ваго треугольника. Четыре точки перес^чешя прямыхъ /^^^,7^а 
съ прямыми 1^Ь^ч1^а и будутъ изображать различныя зна- 

чен1я 1/а;. 

Зам^тимъ зд'1сь, что вообще уравнен1е 

Ро^''+1>1^''"^+г>2^"*-ь -^Рл=0 (30) 

гд* Ро, р^у Р2У - - Рп суть н*которыя комплексныя числа, 
им-Ьетъ п^ корней. Ибо оно поел* замены х черезъ х^е^-^х^е^ 
распадается на два совокупныхъ уравнен1я степени п отно- 
сительно х^, х^^ уравнен1я, которыя, какъ изв']&стно^ им'Ьютъ 
п^ системъ р'Ёшешб; каждая изъ этихъ системъ даетъ одинъ 
корень уравнен1я (30). Если мы введемъ комплексныя едини- 
цы ^ и т;, то одно изъ уравнен1й^ на которыя распадается 
(30), будетъ содержать только неизв-Ьстную «^, а другое толь- 
ко неизвестную г^, и р^шеше (30) значительно упростится: 
оно сведется къ р-Ьшетю двухъ независимыхъ другъ отъ дру- 
га уравнен1й п-ой степени съ обыкновенными числами. 

Формулы (22), (23) и (24) даютъ возможность р-Ьшить 
задачу: построить систему комплексныхъ чиселъ, для которой 
данный треугольникъ былъ бы инваргантнымъ треугольникомъ 
и данная точка и изображала бы модуль операщи умножешя. 

Примемъ одну изъ сторонъ даннаго треугольника за 
горизонтъ и противоположную ей вершину за начало коорди- 
натъ; оси координатъ и единичную точку возьмемъ какъ ни- 
будь. Пусть уравнен1я сторонъ даннаго треугольника, прохо- 
дящихъ черезъ начало, суть 

г7;х, + г7,х,-о, 7;х,4-7А=о, 

а трилинейныя координаты точки и\ 

Означая черезъ ^ и >? точки пересЬчешя прямыхъ 
и!^ съ /д/з, и!^ съ 1^1^, черезъ е^^ е^ точки масштаба, мы 
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будемъ им'бть между числами ^,7},е^,в2, соотношен1я (22) и 
(24), въ которыхъ 1^1 ,г*„|;рг?з определяются по формуламъ (21). 
Такъ какъ данный треуголъниБЪ 1^Ц1^ для искомой системы 
долженъ быть инваргантнымъ и точка и должна изображать 
модуль операщи умножен1я, то квадраты и произведен1е чи- 
селъ ^ и Г; должны опред'Ьляться равенствами (23)^ и потому 

Выразивъ теперь числа ^ и т; черевъ е^ и е^ помощью 
формулъ (22), мы получимъ искомую таблицу умножешя §11, 
въ которой 

«1»=«»1= ^1 ^2(^1—^1) : 2>^? &! 2 =621 =^1^1 (^2—^2) ' "^^^ (31) 
«22= ^2 ^2^— ^^2) : 2>'1 &22 = (^1^2* —^М * 2Х, 

2х=г*1<;2 — ^^2^1- 

Эти формулы р'1шаютъ ъж^с'^^ съ т'Ёмъ задачу: выра- 
зить 8 величинъ а^^, а42, а^^, а^д Ьц, Ьц, Ьгп ^22 связанныхъ 
между собой 4 ур. (8) черезъ 4 независимыхъ параметра. 

Теорема. — ^5?слм г/Д^ + С7,Х2 = 0, 7,Х^ -ь У^Х^=^ 
сушь ур. инварганшныхъ прямыхъ и.и^^ и^ суть ангармо- 
ническгя координаты точкщ изображающей модуль операиги 
умнооюенгя, то коэффицгеиши таблицы умноженгя найдутся 
по форму ламъ {31). 

14. Модуль N аргументъ. — Введемъ теперь криволинейную 
систему координатъ, которая находится въ такомъ же отно- 
шеши къ ангармоническимъ координатамъ, въ какомъ поляр- 
ныя координаты— къ прямоугольпымъ Декартовымъ. 

Съ этой ц-Ьлью мы разсмотримъ дв'Ь функц1и точки X. 
Одна изъ нихъ квадратичная функцхя координатъ х^ и х.^ 

приравнивая которую нулю, мы получимъ уравнен1я инва- 
рхантныхъ прямыхъ, проходящихъ черезъ начало координатъ. 
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Если иы означимъ координаты точки х въ системе (//^ о^ 
черезъ о;/ и х^\ то, какъ было показано въ § 11, 

Съ другой стороны мы вид-бли, что (§ 11) 



сл^^довательно, 



х,^'\-х,х,'=Щ,1,их), 
х^'-\'У,^х^'=Ц1,1,их), 

/^=1{1,1,их).и1,1,их). (32) 



Таково геометрическое значенхе функц1и А^. 

Приравнивая Л^ постоянной с^, мы получаемъ уравненхе 

или, ВЪ трилинейныхъ координатахъ, 

которое оиред'Ьлитъ н'Ькоторое коническое с^чен1е. Легко обна- 
ружить сл^дуюпця свойства этой кривой. 

1. Она проходить черезъ инвар1антныя точки горизонта 

-г1(^„-^„о) и /,(7„-7;,о). 

2. Касательный въ кривой въ инвар1антныхъ точвахъ 
суть инвар1антныя прямыя, ибо ур. касательной въ точк% а 

обращается въ у р. ?7^=0, когда точка а совпадаетъ съ 1^ и 
у р. Т^а.=0, когда она совпадаетъ съ точкой Ц. 

3. Изъ предыдущихъ двухъ свойствъ сл-Ьдуетъ, что на- 
чало координатъ и горизонтъ суть сопряженные полюсъ и 
поляра относительно разсматриваемаго коническаго сЁчешя. 

Эти свойства совершенно не зависятъ отъ значешя па- 
раметра с^ и сл'Ёдовательно принадлежатъ вс^мъ коническимъ 
С']^чен1емъ, которыя мы получимъ, изм'^няя параметръ с^. Еъ 
числу этихъ конвческихъ с'Ьчен1й принадлежитъ и пара инва- 
р1антныхъ прямыхъ, Дд.= 0. Итакъ вс4 со^ коническихъ 
сЬченхй семейства д^=Со, къ числу которыхъ принадлежитъ 
пара инвар1антныхъ прямыхъ, проходятъ черезъ инвар1антныя 
точки горизонта, касаясь въ нихъ между собой; начало коорди- 
натъ и горизонтъ служатъ для нихъ общими сопряженными: 
полюсомъ и полярой. 
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Замечу, что коническое с^чеше А^=1 проходить че- 
резъ точки 1л и со\ а коническое сЁчеше А-= — 1 черезъ 
Ш (см. § 12). 

Другую функцш точки X ны опред'Ьликъ равенствонъ 

^ш=\щ1^(1^\ах), (33) 

гд* 2у.=г*^V, — и^V^. Фу нкщя г^ многозначна: ея зяачешя, со- 
отв'Ьтствующ1Я одной и той же точк'Ь а?, будутъ различаться 
на величину птску.^ гд'Ь п ц'&лое число. Какъ мы выберемъ п 
укажемъ ниже. Изъ равенства (33) им'Ьемъ 

откуда видно, что при и постоянномъ и ангармоническое 
отношен1е 1^^{1^1^их) будетъ постоянно; сл'Ьдовате.1ьно семей- 
ство кривыхъ «=Со образуетъ пучекъ прямыхъ, проходящихъ 
черезъ начало координатъ. 

Корень квадратный изъ Д^., |/Дд., среднее геометриче- 
ское между ангармоническими отношешями 1^(1^1^ их) и 
1^(1^1^ их)^ я приму за одну изъ координатъ точки х и на- 
зову ее модулемъ точки х и числа ж=^^б^ ч-ж,е,, изображае- 
маго этой точкой. Что касается знака корня, то мы опред'б- 
лимъ его ниже. 

Величину и я приму за другую координату точки х к 
назову ее аргументомъ этой точки и числа ж=д;^е^-+-я?,в,. 

Координаты У^^. т и я назову проэктивно-полярными 
координатами. Изъ свазаннаго относительно кривыхъ А^р=с^ 
и и=с^ видно, что положеше точки въ этой систем* будетъ 
определяться пересЬчен1емъ прямой, проходящей черезъ на- 
чало координатъ, и коническаго С'Ьчен1Я, касающагося въ 
инвар1антныхъ точкахъ инвар1антныхъ прямыхъ. 

Найдемъ теперь зависимость между ангармоническими и 
проэктивно-полярными координатами. Воспользовавшись фор- 
мулами (26), мы будемъ им']&ть так1я уравнен1я для опред'блешя 



Дд. и и: 



Дх=^^- ^ХУ 



2ш=\о^(:и^ : V^ (34) 

по даннымъ х^ и а;,, рЬшивъ которыя относительно и^ и ^^у, 
получимъ формулы 

г;,=|/д^в->с«, (35) 
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для обратнаго перехода отъ А^ ул и къ х^ их^. ][вЪ иосл4д- 
шя, изящныя по своей простоте и симметрхи, формулы слу- 
жатъ основнымЕ въ теор1и проэктивно-полярныхъвоординатъ. 
Для теор1и этихъ воординатъ безразлично, вавъ будетъ нами 

выбраны знакъ модуля, 1/а^, и число п, входящее въ выра- 
жен1е и^ лишь бы только посл']&дн1е два равенства были спра- 
ведливы не только по абсолютной величин']^, но и по знаку. 
Сообразуясь съ этимъ зам']^чан1емъ, мы и будемъ выбирать 

знакъ 1/Дд,и число п (см. § 18). 

Р-Ьшая уравн. (35) относительно х^ и Жд» получаемъ: 



X 






а введя комплексныя единицы ^ и т. им'Ёемъ для числа х 
выраженге: 

ж="/д^(е^«*^ + б-^«*г). 

Означимъ черезъ V аргументъ числа у=^Ух^1'^У^^2' Комбина- 
нащя формулъ 

|*^=|/л^;е>^» , гу=1/д^;в-'*« (35') 

подобныхъ (35) съ этими посл'Ьдними даетъ намъ равенства 

и^V^ н- и^V^^=2 )/ Д^.)/ Д^со8Ьк(«« — г;); (36) 

но п^)^—и^V^=2у.{x, у^—х^у, ) 

и потому 

^12/2—^2^1 = 1/д^1/д5;-81п11У.(^— I;). (37) 

Формулы (36) и (37) аналогичны съ формулами для 
площади параллелограмма построеннаго на двухъ векторахъ и 
тавъ называемаго геометрическаго произведешя векторовъ, 

ибо '^х^х'^'^у'^х в^'^'ь билинейная форма полярная по отноше 
Н1Ю къ Д^.. 

Взявъ третье число ^, означивъ черезъ V) его аргументъ, 
еоставимъ равенства 

2/1^2— У2'^1=1/^1^Д181пЬх(г;—м;), 
-^1^2 — 'г'2Л?1=1/'д^1/д^81пЬх(г(;— г^), 
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подобный (37) и предположинъ , что г=х+у, такъ что 
г,=а;,+г/„ г,=;г,+у,; тогда 

I 

и сл-Ьдовательно 
отсюда 



81пЬх(^-г(;) -^\\\)ху.{уо—и) 8шЬк(г?-г*) ' 



(38) 



Кром4 того «*^=«*^+г^^, ^;:=«^х"*"^' °^^тому 

или, принимая во вниман1е формулы (35) и (35')^ 

Л^= А^ + Д^ 4- 2|/ Д^|/ Д^со8Ьх(г*— V). (39) 

Апалопя формулъ (38) и (39) съ известными формула- 
ми для длины д1агонали и угловъ, образуемыхъ ею са 
сторонами параллелограмма, въ зависимости отъ длины сто- 
ронъ параллелограмма и угла между ними очевидна. Форму- 
лы (38) и (39) можно вывести иначе изъ равенствъ 

У д1е хгг = |/ Д^в ^« + 1/^е ^^, 
1/д^е--^«^-=1/д^е-'^'* + 1/^е-^». (40) 

Предположимъ, что ^=ггу; воспользовавшись равенства- 
ми (27'), мы будемъ им'Ьть 

Д,=Д,Д„ (41) 

го=■и'\^V^ (42) 

т. е. модуль произведетя равняется произведенью модулей^ 
аргуменшъ произведетя равняется суммгь аргументовъ. 

Замечу, что во всЬхъ формулахъ этого параграфа кромФ 
(41) и (42) мы можемъ Д^ заменить какой угодно квадра- 
тичной функц1ей 72^ отъ х^ и д^з, если только точку и возь- 
мемъ гд* нибудь на коническомъ с'Ьчен1и В^=\. Что же 
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касается до формулъ (41) и (42), то окк ии'Ьютъ м^сто 
только при услов1и Л^^А^. 

15. Функц1я отъ коипленснаго перем'Ьинаго. — Комплек- 
сное число 

У котораго коэффищенты ^^ и ^:^ суть н']&которыя функцш коэф- 
фицхентовъ х^их^ комплекснаго перем'Ьннаго х=х^е^ -^ х^е^: 

Я буду называть функцхей комплекснаго перем']&ннаго ^, когда 

^1(^1» ^2) я ^2(^1? ^г) им-Ьютъ такой видъ, что отношешепри- 
ращен1я 2 

къ соотв'Ьтствующему приращен1ю перем'Ьннаго независимаго 

не будетъ зависЬть отъ отногаен1я йх^Лх^. Раскрыть видъ, 
который должны им^ть функщи г^ и 2^ для того^ чтобы 2 
удовлетворяло этому услов1ю. можно различными способами. 
Проще всего мы достигнемъ ц']^ли, если въ выражеши г и х 
введемъ комплексный единицы ^ и г; мы получимъ 

ГД* %=^,а:14-г^2^8, ^Х=^^1'^1'*"^2'2'2? 

V^=V^X^ +V^X,, V^=V,г, ^V^:г^ . 

Примемъ и^, и г;^ за независимыя перем']&нныя вместо х^ и х^\ 
тогда 

с1х=(Ли^^ ■+• (IV ^;г, 
л, наконецъ, есV1и воспользуемся формулой (28) 

^=Л^^+^. ^!!^^^ 4- (^'^. ^+:^)г1. (43) 



X ^ X X X' 



._^ 
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Посл'бдняя формула показываетъ, что отношеше йг1Лх 
^е будетъ зависать отъ отношензя Лх^ /Лх^ только при условхи 

т. е. тогда, Еогда функц1я (р будетъ содержать только и^^ 
а ур — только V^: 

Итакъ мы приходимъ къ сл'1дующей теорем*!. 

Теорема. — Для того, чтобы комплексное перемгьнное 
2=^г^е^ + ^,в, было функцгей комплекснаю перемгьннаго 
а:=а?^в^ч-ж,е„ функцги г^ и г^ отг х^ и гг, должны опре^ 
дгьляться равенствами 

въ которых^ функцги (р и хр могушъ быть совершенно про- 
извольны. 

Изъ этой теоремы сл-Ьдуетх. 

1. Дифференцируя уравн. (44) по х^ и л;,, им^емъ 

Исключивъ отсюда производныя (р^ и \1)\ получимъ 



или 



г;,"-^^ + г;,г;./-^^^-^^^ - «,/ ^=0 (46) 
(^^2 \ дх.^ дх^ ) ^ дх^ 
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— дифференц1адьныя уравнен1я, которыми будутъ связаны функ- 
Ц1И ^^ и ^2, если г есть функщя отъ х. Обратно, когда 
2^ И ^2 удовлетворяютъ посл4днимъ двумъ уравнен1ямъ, то г 
будетъ функщей отъ ж, ибо изъ нихъ сд'Ьдуютъ уравнен1я (44), что 
доказать нетрудно, если вм'^^сто перен'Ённыхъ х^ и х^ введемъ 

2. Исключивъ изъ уравн. (46) функщю г^^ найдемъ, 
что 2^ будетъ удовлетворять дифф. уравн. 2-го порядка 

которое, замечая, что ур. Д^=Ой (г*1Ж^+г^2^2Ж^1+^2^2)=0 
тожественны, мы можемъ представить символически та&имъ 
образомъ: 

д д д д \ 

Тому же уравнен1Ю будетъ удовлетворять и 2^. 

3. Если 2 есть функцхя отъ ж, то обратно х есть фун- 
КЦ1Я отъ 2. 

4. Если у есть функщя отъ ж, ^ — функщя отъ у, то .гг 
будетъ функц1ей отъ х. 

5. Если 2 есть функц1я отъ х, то формула (43) даетъ 
намъ 

^^Т'Ч^^^ + У^'Мг,, (49) 

откуда видно, что Л^/Лх есть также функщя отъ х — это про- 
изводная отъ 2 по X. Пользуясь равенствами (45), мы можемъ 
представить производную въ другихъ формахъ. 

6. Интеграл омъ функц1и ^ отъ х я назову такую пере- 
менную у, что 

Такъ какъ 2 не зависитъ отъ йх^Лх^, то изъ опред^летя 
функц1и комплекснаго перем4нпаго сл^Ьдуотъ, что у будетъ 
функщей отъ х: 
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и И8ъ УСЛ0В1Й у>/(^^=9)(г^,), ^1 '(0=^(0? будемъ им^ть 

произвольная по'стоянная. 

7. Комплексное число -2г=^^е1 +^2^2? коэффищенты г^ и ^зг^ 
котораго зависятъ отъ коэффицхентовъ х^^х^.у^^у^^... перем'1н- 
ныхъ х,у,.,.у мы назовемъ функщей комплексныхъ перемЪн- 
ныхъ х^уу.. только въ томъ случа*, когда ^ будетъ функц1ей 

каждаго изъ перем'&нныхъ Хуу^ Изъ основной теоремы этого 

параграфа видно, что для соблюдешя этого услов1я ;гг^ и г^ 
должны определяться изъ уравнешй 

въ которыхъ функщи д) я яр могутъ быть выбраны совер- 
шенно произвольно. Отсюда сл-Ьдуеть: если ^з будетъ фун- 
кц1ей двухъ комплексныхъ перем']&нныхъ х я уу но перемен- 
ная у у определяемая ур. ^=0, будетъ функщей отъ х. 

16. Преобра80ваи1я, опредЪляеныя фуикц1е1 комлеасиаго 
переш'Ьинаго. — Функщя хомплекснаго перем^ннаго я; опредЪ- 
ляетъ две функц1и 

переменныхъ x^уX^ и устанавливаетъ такимъ образомъ неко- 
торое преобразован1е плоскости. Газсмотримъ какими свой- 
ствами обладаетъ это преобразованхе. Такъ. какъ по теореме 

предыдущаго параграфа ^;:=9^(^д.),<?^=у(0? то все точки 
прямой 

проходящей черезъ инвархантную точку 7^, переходятъ на 
прямую 

которая проходитъ черезъ ту-же инвар1антную точку 1^: 
прямая пучка съ центромъ 1^ преобразуется въ прямую 
того-же самаго пучка. Точно также изъ уравнен1я V^=у^{V^р) 
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сл-Ьдуетъ, что прямыя, который проходятъ черезъ точку 1^, 
преобразуются снова въ пряныя, проходящхя черезъ ту же 
точку. Такимъ образомъ два пучка плоскости, центрами 
которымъ служатъ инвар1антныя точки горизонта, не нзм'б' 
няютъ своего положен1я. Эти два пучка я назову инва- 
р1антныни пучками разсматриваемой системы комплексныхъ 
чиселъ. 

Въ точк-Ь 1^ и^ неопределенно, а г;^ = оо, въ точк^Ь 
1^ V^ неопределенно и «*^=оо. Поэтому точка 1^ преобра- 
зуется въ прямую 

а /, въ прямую 

ВсЬ друг1я точки горизонта («^,,=00, г?д.=оо) вообще пере- 
ходятъ въ одну и ту же точку, координаты которой ^^ и л^ 
определятся изъ предыдущихъ двухъ уравнен1й. Если же 
5о(оо)=оо и ^(оо)=оо, то все точки горизонта переходятъ 
снова въ точки горизонта: горизонтъ не изменяетъ своего 
положешя. 

Предположимъ, обратно, что мы имеемъ некоторое преобра- 
80ван1е (50), которое не изменяетъ пучковъ съ центрами 1^ и 1^. 
Чтобы пучекъ съ центромъ 1^ не изменялъ своего положе- 
шя, и^ должно оставаться постоя ннымъ пока и^ постоянно и 
изменяться съ изменен1емъ и^:и^ должно быть функщей отъ 
и^р,и^^=д){и^). Также условхе неизменяемости пучка съ центромъ 
1^ приводитъ насъ къ ур. V^=^р{V^. Следовательно переменная 
^е^=^^е^^-;8^2в2 будетъ функщей переменнаго х=х^е^ -\' х^е^. 
Въ § 11 было показано, что выбирая надлежащимъ образомъ 
основной треугольникъ, мы всегда можемъ построить такую 
систему комплексныхъ чиселъ съ модулемъ операщи умноже- 
шя, что две произвольно данныхъ точки плоскости будутъ 
инвар1антными точками горизонта этой системы. Поэтому 
предыдущ1е результаты мы можемъ резюмировать следующей 
теоремой. 

Теорема I. — Преобразованге плоскосшщ опргдгьляемое 
функцгей комплекснаю перем^ьннаго, не измгьняешъ положенгя 
двухъ прямолинейныхъ пучковъ, центрами которымъ служатъ 
инваргантныя точки юргсзошпа. 



51 



Обратно ^ если мы им>ъемъ шькошорое преобразованге 
плоскости^ которое не измтьияешъ положенья двухъ прямоли- 
пегснихъ пучновЪу то всегда можно построить такую систему 
комплексныхъ чиселъ съ модулемг операцги умноженгя, что, 
приняеъ прямую, соединяющую центры пучковъ за горгсзонтъ, 
мы мооюемъ характеризовать данное преобразованге нгькото- 
рой функцгей комплекснаго перемгьннаго. 

Сл-ЬдстЕте. — Если для геометрическаго представлешя 
комплексныхъ чиселъ вида х^+х^со съ характеристическимъ 
равевствоыъ «*^= — 1 мы возьмемъ Декартову прямоугольную 
систему координатъ на Эвклидовой плоскости^ то горизонтомъ 
будетъ служить безконечно удаленная прямая^ инвар1антными 
точками горизонта будутъ воображаемыя круговыя точки, а 
инвар1антными пучками — пучки изотропныхъ прямыхъ. Функ- 
Ц1И комплекснаго перем']^ннаго опред']^лятъ ташя преобразо- 
ван1я плоскости, при которыхъ изотропныя прямыя перехо- 
дятъ въ изотропныя же прямыя. 

Разсмотримъ подробн']&е преобразован1я , опред'Ьляемыя 
в^^которыми функц1ями. 
Пусть 

г=аХ'^Ъ, 

Очевидно, что ^8^^ и 15^ будутъ линейными фуякц1ями отъ 
х^ Е х^. Следовательно трилинейныя координаты точки 
/{2^у2^^^) будутъ линейными и однородными функщями 
трилинейпыхъ координатъ точки х{Х^,Х^,Х^)у и данная функ- 
Ч1Я опред'Ьлитъ коллинеарное преобразован1е. Преобразова- 
в1е не изм'1ни1^ положен1Я точекъ 1^ ъ 1^, ибо по основной 
теорем* прямыя 1^х,1^х перейдутъ въ прямыя 1^^:,1^г. Съ 
другой стороны, если изъ сх)® коллинеарныхъ преобразовашй 
плоскости мы отберемъ т*]^, которыя не изм']&няютъ положе- 
Н1я точекъ ^^ и /о и стало быть удовлетворяютъ четыремъ 
услоз1ямъ, то будемъ им4ть только оо* коллинеарныхъ пре- 
образовашй и, сл']^довательно, надлежащимъ выборомъ чиселъ 
а^Ъ мы всегда можемъ достигнуть того, что произвольно взя- 
тое коллинеарное преобразованхе, не изм']Ьняющее положешя 
ннвархантныхъ точекъ горизонта, определится некоторой ли- 
нейной функщей отъ X. Итакъ имЬемъ такую теорему. 

Теорема II. — Линейныя функцги опредгьляютъ всгь кол- 
линеарныя преобразовангя, которыя неизмтьняютъ положенгя 
двухг инваргантныосъ точекъ горизонта, 

Выведемъ некоторый сл^дствхя изъ этой теоремы. 

4* 
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Предположимъ, что г есть некоторая функщя отъ х. 
такъ что г^ и г^ определяются ур. (44). Если черезъ х^ озна- 
чимъ звачешя пере]к1']&ннаго независимаго безконечно близк1я 
къ некоторому определенному его значешю ж, черезъ У со- 
ответству10щ1я 8начен1я функщи, которыя будутъ вообще 
весьма близки къ г^ то мы можемъ положить, пренебрегая 
безконечно малыми высшихъ порядковъ, 

*г^ — г=^Лг, х^- — х=^Лх^ 

и ур. (49) дастъ намъ 

-г' — ^=а{х' — ж), 
гд-Ь л=9С^'(|*,)^ + ^\V^т. 

Такимъ образомъ ^' будетъ линейной функщей отъ х\ в 
безконечно малая область вокругъ точки х преобразуется въ 
безконечно малую область вокругъ точки ^ коллинеарно. При- 
поминая, что прямыя х1^ и х1^ всегда преобразуются въ пря- 
мыя ^/^ и ^7о9 11Ь1 приходимъ къ такой теореме. 

Теорема III. — Если г есть фуикцгя комплекснаю пере- 
мгьпнаю Ху то безконечно малая область вокругъ точки х 
преобразуется въ безконечно малую область вокругъ точки г 
коллинеарно и при, томъ такъ, что треугольникъ Х^х!^ пе- 
реходитъ въ треугольникъ Т^г!^. 

Изъ этой теоремы следуетъ. 

1. Проведемъ черезъ точку х две кривыя лиши а^иа^. 
О не преобразуются въ две кривыя лиши /3^^ и /?2, проходя- 
Щ1Я черезъ точку г. Такъ какъ безконечно малая область во- 
кругъ точки X преобразуется въ безконечно малую область во- 
кругъ точки ^ коллинеарно и прямыя х1^^ х1^ преобразуются 
въ прямыя гТ^^ гТ^у то ангармоническое отношеше касатель- 
ныхъ къ кривымъ «1, «3 въ точке X и прямыхъ а;7р х!^ 
должно равняться ангармоническому отношешю касательныхъ 
кривымъ /в^у /?2 въ точке -гг и прямыхъ ^/^, л/^. 

2. Приравнивая функщи ^^{х^,х^) и ^о{х^^х^) постоян- 
нымъ, мы получимъ два уравнешя 

которыя определятъ два семейства кривыхъ лин1й. Бривыя 
перваго семейства преобразуются въ прямыя ^1=с^у прохо- 
ДЯЩ1Я черезъ координатную точку Од? кривыя втораго семей- 
ства — въ прямыя -8^2=^2 пу^кз, съ центромъ 0^. Проведемь 
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черезъ точку 2; дв^& кривыя, изъ которыхъ одна принадлежала 
бы къ первому семейству, а другая ко второму, и построимъ 
васатедьныя а^ и а^ въ точк'Ь х къ этимъ кривымъ. Посд']^ 
преобравовашя разсматривасмыя кривыя перейдутъ въ прямыя 
гО^ и гО^^ прямыя х1^ и %1^ — въ прямыя ^^^ ^ ^1^ч а по- 
тому ангармоническое отношенхе лучей а^,а^^х1^,х1^ будетъ 
равняться ангармоническому отношен110 

г{0,0,1,1,)={0,0,1,1,) 

и, следовательно, не будетъ зависать не только отъ по ложе- 
шя точки а;, но и отъ вида функщи г, Итакъ ангармониче- 
ское отношеше касательныхъ къ кривымъ г,(х^,а;.^) = с,, 
^2(^1г'^о)=Со въ точк'Ь X ихъ пересЬчешя и лучей х1^^х1^ не 
завнситъ ни отъ значен1я постоянныхъ с^ я с^у ни отъ вида 
фунвщй ;8ги всегда равняется {0^0 ^1^1^), 

Постоянная (0.^0^/1/2) зависитъ отъ положешя точекъ 
О^^О^ на горизонт* и следовательно отъ выбора координат- 
иыхъ осей и комплексныхъ единицъ. Если {0^0 ^1^1.^)=^ — 1, 

то касательныя къ кривымъ -г^(д;^,Ж2)=^п'^^2(^п^2)=^2 въточк'Ь 
ихъ пересечен1я будутъ гармонично сопряжены съ прямыми, 
соединяющими эту точку съ ^^ и 1^. 

Въ качеств* втораго примера мы разсмотримъ функц1Ю 



которая даетъ намъ соотношен1я 

^ Мх_±^ ^ ^^±Ч . (5Г) 

Такъ какъ 

то эти соотношен1я опред'Ьляютъ проэктивное иреобразован1е 
инвар1антныхъ пучковъ, первое — пучка съ центромъ 1^^ вто- 
рое — пучка съ центромъ 1^. Обратно, если уравненхя 

преобразуютъ инвар1антныя пучки проэктивно, то между 
и^уV^^ съ одной стороны и ^д,,г;^— съ другой должны суще- 
ствовать соотношен1я (5Г), и г будетъ функщей отъ х вида 
(51). Итакъ им^емъ такую теорему. 
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Теорема IV. — Функцгя {51) преобразуетъ ииварганшные 
пучки проэктивно, и обратно всякое преобразованге плоскости^ 
при кошоромг гтваргантные пучки преобразуются прожшгсвио^ 
опредгьлишся функцгей {51), если надлежащимъ образомъ вы- 
беремъ числа а^Ъ^с^Л. 

к 

Отсюда вытекаютъ ташя сл'Ьдств1я. 

1. Известно, что въ пучк'Ь, преобразуемомъ проэктивно, 
два луча не изм'Ьняютъ своего подожен1я. Очевидно, что 4 
точки перес'Ьчен1я пары такихъ лучей въ пучк-Ь съ центромъ 
^^ съ парой подобныхъ же лучей въ пучкЬ съ центромъ 1^ 
останутся неподвижными. Итавъ существуетъ 4 точки пло- 
скости, которыя не изм'Ьняютъ своего положен1я въ преобра- 
зованш, опред'бляемомъ фунвхцей (51). Бъ зависимости отъ 
того, будутъ ли эти точки действительны, мнимы или совпа- 
дать, характеръ преобразован1Я можетъ быть весьма разно- 
образенъ. 

2. Если точка х описываетъ коническое с'Ьчен1е (пару 
прямыхъ), проходящее черезъ инвар1антныя точки ^^ и /з» 
то пучекъ {1^х) будетъ проэктивенъ пучку (/з^)- Но пучки 
{1^^)^{1^0) проэктивны пучкамъ {1^х)^{1^х), следовательно пу- 
чекъ (1^^) будетъ проэктивенъ пучку (1^^) и точка г будетъ 
описывать коническое сЬченхе (пару прямыхъ), проходящее 
черезъ 7^ и 1^. Итакъ коническое сЬченхе (пара прямыхъ), 
которое проходитъ черезъ инвар1антныя точки 1^ и 1^ гори- 
зонта, преобразуется въ коническое с'Ьчен1е (пару прямыхъ)^ 
также проходящее черезъ точки 1^ и 1^. 

Если число а опредЬлимъ изъ уравненхя 

то для х=а будемъ им^ть -гг=оо: следовательно все кони- 
ческ1я сечен1я, которыя проходятъ черезъ точки а^^^Ц пре- 
образуются въ пару прямыхъ линтй, изъ которыхъ одна совпа- 
даетъ съ горизонтомъ. 

Определивъ число /3 изъ ур. 

мы будемъ иметь /?=-2г, при а:=оо: следовате.1ъно все пары 
прямыхъ, изъ которыхъ одна совпадаетъ съ горизонтомъ, пре- 
образуются въ коническ1я сечен1я, проходящ1я черезъ 1^^I^,^3. 
Пара прямыхъ, изъ которыхъ одна проходитъ черезъ 
точку 7^, а другая черезъ /3, преобразуется въ такую же 
пару. 
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17. Опред'Ьлен1е вида функц1||. — Въ теорш фунвцш 
обывновеннаго мнинаго перем^ннаго довазывается, что фун- 
ВЦ1Я вполв']^ опред']&ляется внутри той области, въ воторой 
она остается непрерывной, если намъ изв']Бстны ея значешя 
для всЬхъ точевъ прямолинейнаго отр^зва вавъ бы иалъ 
этотъ отр']&зовъ ни былъ. Такъ вавъ фунвщя я вомплевснаго 
перем^ннаго х харавтеризуется двумя фунвц1ями д) я у) 
обывновеннаго перем'Ённаго, то то^аьво что упомянутое свой- 
ство фунвщи мнимаго перем'бнваго должно принадлежать и 
фунвщи вомплевснаго перем'Ьннаго х. Итавъ фунвщя вом- 
плевснаго перем']&ннаго бполн']^ определяется, если намъ 
И8в']^ствы значен]я ея для вс']Ьхъ точевъ н']^воторой части аШ- 
ствительной или мнимой прямой лин1и, вавъ бы эта часть 
мала ни была. 

Чертежъ 4. 




Найти значен1е фупвщи для вавой нибудь точви х^ вогда 
намъ изв'Ёстны ея значен1Я для ъсЬхъ точевъ в'1воторой ври- 
вой лиши ЛВ нетрудно. Опред-Ьляемъ точви пересЬченхя 
а^ и х" прямыхъ ж^^ и х1^ съ вривой ЛВ. Пусть -г' и ^" 
значешя фунвщи для точевъ х' и х"; точва ^ перес']&чен1я 
прямыхъ гЧ^ и ^ег'/^ и будетъ изображать значен1е фунвщи, 
соотв']^тствующее значен1ю ггперем'Ённаго независимаго. Пере- 
ведя это р'Ёшенхе на язывъ анализа, увидимъ, что если 

суть уравнешя вривой ЛВ и 

8начен1я г^ л л^, соотв'6тствующ1я 8начен1ю ^ перен'Ённаго 
параметра, то координаты точки г определятся изъ ур. 

М^^П^г^ + «2^2 =«2^1 («г) + <'2^2('2)> 
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гд4 *1 и *з суть корни уравнен1й 

Задача р']&шается весьма просто^ когда литяЛВ будетъ 
прямой, соединяющей начало координатъ съ точкой и: функ- 
Ц1Я 2 должна им']Ьть видъ 

ест 1^(«)=9о(0^+^(0>? (52) 

суть значешя ея для х=и{, ибо при х=и1 

Особенно важны т^ функщи, которыя при х=и1 им'Бютъ 
видъ иД1)^ гд* /\р) обыкновенная функц1я обыкновеннаго 
перем^ннаго I. Принимая во внимаше, что ^-|-т7=и, изъ 
формулы (52) видно, что это возможно только при уСЛ0В1И 

у(^=1^(«)=Д«). 

Такую функщю комплекснаго перем-^ннаго мы назовемъ функ- 
щей /*. Итакъ, если функцха ^ комплекснаго перем^ннаго х 
для х=иЬ им-Ьеть видъ и{{Ь)у то 

^=Г{х)=Г{и^)^+Пу,)г1. 

. Изъ 9Т0Й формулы мы находимъ сл'1дующ1я выражешя 
для тригонометрическихъ, показательной и логариемической 
функц1й отъ х\ 

ьтх=^\пи^ . ^ ч- ^ть^^ . г?, (53) 

со8Ж=со8г^^ . ^ 4- совг;^ . т, (54) 

]оёХ=\о^и^ . ^ н- \оёV^ . г, (55) 

е'=е^'^4-е^*г. (56) 

Отсюда им-Ьемъ: 

81П(л; + '1/)=8Ш X С08У + С08 X 81Пг/, 
С08(Ж 4- 3/)= СОВ X С08г/ — 81П X ВШу , 

1о§ху=\оёх+\о^у, 

в^'^=С08Д; 4- г 81ПЖ, 

е"*'*^=со8а; — гвша;, и т. д. 
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ГД']^ X VI у МОГуТЪ быТЪ ВЛВ1Я уГОДНО КОМПЛбБСНЫЯ чисш. 

Любопытно, что тригонометричесБ1я фунвщ'и комплекснаго 
перем^ннаго представляютъ собой двояко- пер10дическ1я функ- 
Ц1И съ першдами 2л'^ и 2^?;: это видно изъ фориулъ (53) 
и (54). 

18. Э)1липтичесн1я и гипербол ичесн! я системы. — Мы 

знаемъ, что комплобсныя числа съ модулемъ операцги умно- 
жешя могутъ быть трехъ типовъ. Различ1е между типами 
заключается въ томъ, что инвархантныя прямыя , которыя 
проходятъ черезъ начало координатъ, для чиселъ перваго 
типа д'бйствительны и разд'1льны, для чиселъ втораго раз- 
дельны и мнимо-сопряжены и, наконецъ, для чиселъ третьяго 
д']Бйствительны и совпадають. Въ первомъ случа*! числа 

и^/ТТ^^ ^п «^2» ^1/^а» ^1> ^25 2'''- Д'Ьйствительны и последнее 
отлично отъ нуля; во второмъ случае СГ^/!/^, Щу щ будутъ 
числами мнимыми сопряженными съ У^/У^^ V^^ ь^ соответ- 
ственно и число 2у, будетъ чисто мнимымъ, отличнымъ отъ 

нуля. Въ третьемъ с луча* 1/1/С/2=^1/^2> ^^=^1) Щ=^9 и 
2х=0. 

Чертежъ 5. 




Вытекающ1я изъ указаннаго различхя особенности для 
каждой изъ системъ. мы разсмотримъ теперь несколько под- 
робнее. Въ этомъ § мы остановимъ наше вниман1е на проэк- 
тивнополярныхъ координатахъ и изучимъ значенгя, которыя 
могутъ получать модуль и аргументъ комплексныхъ чиселъ 
перваго и втораго типовъ для действительныхъ точекъ. 

Для чиселъ перваго типа функщи и^, V^ им^ютъ дей- 
ствительный значен1я во всехъ точкахъ плоскости. Обращаясь 
въ безконечность и изменяя свой знакъ при переходе точки 
X черезъ горизонтъ, во всехъ другихъ точкахъ плоскости оне 
остаются непрерывными. Такъ какъ оне обращаются въ нуль. 
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« 

изн'Ьвяя свой знакъ, первая — когда точка х переходитъ черезъ 
инвар1антную прямую 1,7^, вторая — когда ж переходитъ черезъ 
инвар1антную прямую 1^1^^ такъкакъоб'Ь функщи въ точк* //, 
изобраа^ающей модуль операц1и умвожен1я, какъ видно 
изъ равенствъ (21), равняются сдиницй, то знаки функц1Й 
^^=и^о^ и V^и^ будутъ сл'Ьдующ1е (чертежъ 5): 

въ углу Л1^В -+- , въ углу А1^В' +, 
- А1,В' - , - А%В -. 



Поэтому модуль числа а;, Уа^, и аргументъ его и будутъ 
ижкхъ такой видъ: 



пттг 



въ углахъ А1^В и Л^1^В' ± р^ и^ + 



X 



гдЬ Ро некоторое положительное, г^^— д-Ьйствительное, а п — ц*- 
лое число. На инвар1антныхъ прямыхъ ^х^з^ЛЛ модуль обра- 
щается въ нуль, а аргументъ въ безконечность, на горизонт^^ 
1^ Ц модуль обращается въ безконечность, а аргументъ им-Ьеть 

конечныя значен1я. Что касается до знака У Ад. и числа п, 
входящаго въ выражен1е аргумента, то согласно сделанному 
въ § 14 зам'1чан1Ю, мы должны ихъ выбрать такимъ обра- 
зомъ, чтобы равенства (35) были справедливы въ отношенш 
знака. Удовлетворить этому условхю мы можемъ или беря 

произвольно зяакъ Уа^. и зат^мъ подбирая надлежащимъ 
образомъ число п, или выбирая произвольно число п и под- 
бирая зат-Ьмъ къ нему знакъ модуля. Такъ, напр.^ модуль и 
аргументъ могутъ им4ть сл^дующхй видъ: 

въ области Уа^ и V ^х ^ 

ш 

л л 

ВЧ^,1,Ч^Г,В -мр, и, Ч-2Ш - + ^ - +«Ро «о ^■2'»* - + з" Г ^''^^ 

• • ■ 

лттт1г1Г^ 1п^' л 71* -. 711 I 711 
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Въ первомъ случае аргумептъ будетъ прерывенъ на 
вс^хъ трехъ инвар1антныхъ прямыхъ: вещественная часть 
его будетъ обращаться въ— оо и въч-оо на инвар1антныхъ 
прямыхъ /зЛ ^ Л ^2' * мнимая часть будетъ д'Ьлать сЕачеЕъ 
стг/2у. на прямыхъ 1^1^ и 1^1^ и скачекъ т/у. нагоризонгЬ. 
Во второмъ случае аргументъ будетъ испытывать прерывъ 
только на инвар1антныхъ прямыхъ 1^1^ и 1^1^ такого же 
характера, какъ и въ первомъ случа*]^, на горизонт']^ же бу- 
детъ изм'Ёняться непрерывно, при томъ для всЪхъ точекъ 
прямой, проходящей черезъ начало координатъ, аргументъ 
будетъ одинъ и тотъ же. 

Въ первомъ случае модуль будетъ им'Ьть знакъ-ьво 
всЬхъ точкахъ плоскости, во второмъ онъ будетъ помножаться 
на г при переход'^ черезъ инвар1аитныя прямыя. 

Кривая Ад.=Со будетъ для с,^>0 лежать въ углахъ 
Л^В и ЛЧ^В , для с„<0— въ углахъ АТ^В' й А1^В. При 
с^^=4-оо она будетъ безконечно узкимъ эллипсомъ, совпа- 
дающимъ съ отр'Ьзкоъ 7,72 горизонта. По м-Ьр* уменьшен1Я 
с^<, этотъ эллипсъ будетъ д'Ьлаться все шире и шире, при 
н-Ькоторомъ значении с^ онъ обратится въ параболу (конечно 
въ предположея1и, что плоскость, точками которой мы изоб- 
ражаем ь комплексныя числа — Эвклидова плоскость)^ а зат'бмъ 
перейдетъ въ гиперболу, все бол^е и болЬе приближающуюся 
къ инвар1антнымъ прямымъ 7^Х, и 1^1^, съ которыми она и 
сольется при ^^=0. Коническое С'Ьчен1е А^=Со при с<,<0 
всегда будетъ гиперболой, одна В'Ьтвь которой будетъ лежать 
въ углу Л1^В\ а другая — въ углу А!1^В, Начавъ съ того, 
что при достаточно маломъ по абсолютной величин* с^ опа 
будетъ близка къ инвархантнымъ прямымъ, при возрастан1и 
абсолютной величины с^ она будетъ все бол-Ье и бол-Ье уда- 
ляться отъ этихъ прямыхъ иприс<,= — оо сольется съ частью 
1^1^' 1^'!^ горизонта. 

Для чиселъ втораго типа функц1и и^, и V^, будутъ мни- 
мыми и сопряженными во всЁхъ точкахъ плоскости. Поэтому 
функщя Д^ для всЬхъ д'Ьйствительныхъ точекъ плоскости 
будетъ оставаться действительной и положительной, обра- 
щаясь въ нуль въначал'Ь координатъ, въ 4-1 — въ точк* а^ 
и въ безконечность— на горизонт^Ь. Отношенхе 
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лели черезъ (р^ означимъ аргументъ числа и^. Такимъ обра- 
зомъ модуль и аргументъ будутъ имЬть сл'ЬдующШ видъ 

|/а1 и 

Оба они будутъ действительны во вс^хъ точвахъ плоскости. 
Принимая во внимаше, что функц1и и^ и V^ м^няготъ свой 
внавъ при переход-Ь точки х черезъ горизонтъ и что и^^ 1;^., Д^р 
равняются единиц'6 въ точв^ /г, мы можемъ выбрать знавъ 
модуля и число п двояко. Если будемъ считать модуль везд* 
лоложительнымъ, то аргументъ въ точвахъ плоскости лежа- 
щихъ съ той же стороны горизонта гдЬ лежитъ и точва и 
будетъ им4ть видъ 

г{(р^ 4- 2т7г) : X, , 

а съ противоположной видъ 

г(9>о + (2>/и-1)гг) : х. 

Если же будемъ считать модуль положительнымъ съ той стороны 
горизонта гдЬ лежитъ точка и и отрицательнымъ съ проти- 
воположной, то во всЬхъ точвахъ плосвости аргументъ будетъ 
ммЪть видъ 

г{(р^ 4- 2ш7т) : х. 

Въ первомъ случае аргументъ будетъ прерывенъ на го- 
ризонте, изменяясь на величину ггг'/х, вогда точва х будетъ 
переходить съ одной стороны горизонта на другую; во вто- 
ромъ — аргументъ во всей плосвости будетъ изменяться непре- 
рывно. 

Инвар1антныя прямыя Ал.=0 имеютъ тольво одну общую 
имъ действительную точву — начало воординатъ. Кривая 
д^=гСо при с^>0 и достаточно маломъ будетъ эллипсомъ, 
внутри вотораго лежитъ начало воординатъ, при невоторомъ 
значен1и с^ перейдетъ въ гиперболу, все более и более при- 
ближающуюся въ горизонту, съ воторымъ она и сольется 
при Со=оо. Коничесвое сеченхе при Со<0 будетъ мнимымъ. 

19. Числа втораго класса. — ^Если, применяя общую тео- 
рш вомплевсныхъ чиселъ съ модулемъ операц1И умножешя 
въ вомплевснымъ числамъ перваго власса, мы не встречаемъ 
нивавихъ затруднен1й , по врайней мере аналитичесваго 
^аравтера, то нельзя того же свазать, относительно прило- 
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жен1я общей теорш къ комплевснымъ числамъ втораго класса. 
При и^=V^, Щ=V2 МН0Г1Я изъ выведенныхъ нами формулъ 
принимаютъ неопред'Ёленный видъ, а н']^Боторыя уравнешя и 
равенства становятся одинаковыми, тавъ что мы уже не 
им']^емъ ураввешй въ числ']^ достаточномъ для нахождешя 
неизв'Ьстныхъ величинъ. Чтобы избегнуть затруднешй мы 
разсматриваемъ систему вомилексныхъ чиселъ втораго класса 
вакъ вырожденную систему класса перваго, какъ пред']^льный 
случай такой системы перваго класса, для которой инва- 
р1антныя прямыя, проходящ1я черезъ начало координатъ, бу- 
дучи вначал'6 раздельными, зат']^мъ сближаются между со* 
бой все бол1}е и бол'Ъе и, наконецъ^ совершенно совпа- 
даютъ. Съ этою ц-Ьлью мы предполагаем ъ, что въ формулахъ 
и уравнешяхъ, о которыхъ идетъ р^чь, и^^=^V^, щ=^V^у но 

^г=Щ-^^.^, (58) 

гд'Ё $ н'Ёкоторая безЕОнечно палая величина, а, ю^ я го^ по- 
стоянныя, который въ силу соотвошешй 

ч 

щи^+щ/1,^1, ^1/^1+^2/^2=1» (59) 

вытекающихъ изъ формулъ (21), должны быть связаны между 
собой ур. 

щ/г^+щи^-^0, (60) 

опред'Ьляющимъ отношен1е го^ : го^. Зат']&мъ полученпыя выра- 
жешя разлагаемъ по степенямъ г, ограничиваясь только чле- 
нами съ нисшей степенью г, которые не уничтожаются тоже- 
ственно или въ силу другихъ соотношен1й, и, наконецъ, нахо- 
димъ пред'Ьльный видъ получаемыхъ выраженхй и уравнешй 
при г=0. 

Посмотримъ сначала какой видъ для чиселъ втораго 
класса примутъ равенства (19) §11. Второе изъэтихъ равенствъ^ 
сд-Ьлается теперь тожествепнымъ съ первымъ, ибо точки /^ и 7^ 
будутъ совпадать. По той же причин* равенство третье обра- 
тится въ тожество 1 = 1. Но если мы представимъ первый 
два изъ равенствъ (19), пользуясь формулами (26), въ вид'Ь: 



и зат'Ёмъ, принявъ во вниманхе первое, поступимъ со вто- 
рымъ какъ только что было указано, то получимъ 
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тл!Ьи^^'=го^х^'^го^х^ и т. д. РаздЬливъ (62) на первое изъ (61), 

будемъ им^ть 

го^ го^ ги^ ,^^,^ 

-^ч — ^=-^. (62') 

^х ^а ^у 

Еслш для простоты положамъ 

что допускается соотпоп1ен1емъ (60), черезъ V означимъ точ- 
ку перес'Ьчен1я прямыхъ го^р=и.,х^ — и^х^=1 11и^^=1^ черезъ 
^ — какую нибудь точку горизонта, то легко докажемъ, что 

и^=1,{с1,ух), 
^)^:и^=1^(Т^иух), 

посл-Ь чего равенства (61, 62') дадутъ намъ теорему, которая 
для чиселъ третьяго типа зам-Ьняетъ собой теорему Ш § 11. 

Теорема I. — Если у=ах^ то 

Рядъ слЬдств1й, вытекающихъ изъ этой теоремы всЬ мо- 
гутъ быть разсматриваемы какъ предельные случаи для соотв^т- 
ствующихъ сл'Ьдств1й изъ теоремы 111 §11. Поэтому мы обра- 
тимъ зд']&сь вниман1е только на одно особенно ваянное. 

Если точки хну лежатъ на двойной инвархантной 
прямой лиши, то ху=0. Ибо точку X можно представить 
себ']^ лежащей на одной изъ инваргантныхъ прямыхъ, проходя- 
щихъ черезъ начало координатъ, а точку у на другой безко- 
нечно близкой къ первой; по теорем-Ь I § 12 произведете ху 
должно, изобразиться точкой перес'Ьчен1я этихъ безконечно 
близкихъ инвархаптныхъ прямыхъ, т. е. началомъ координатъ, 
и я;г/=0. Обратно, произведете двухъ чиселъ ху равняется 
нулю 1) если хотя одинъ изъ множителей равенъ нулю и 2) если 
об*]^ точки X ж у лежатъ на двойной инвархантной прямой. 

Прим']&нивъ указанный выше пргемъ къ формуламъ (31), 
получаемъ формулы: 

^12=^^*1= — Щ^го^ : 2х', Ь^^^=Ъ^^—щ^г€^ : 2х' 
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Принимая во внимаше (60'), им^еиъ такую теорему. 

Теорема П. — Если Л^х^ + ТТ^х^^=^^ есть ур. двойной инва- 
ргантной прямой^ и, и щ суть координаты точкщ изо- 
бражающей модуль операцги умноженгЯу то коэффицгенты 
таблицы умноженгя опредгьлятся формулами: 

^12=«21= ^2'^3> ^2=^21= «*1 Ч ^ (63) 

«22 = — «^2>1, ^22= ^2(^Ь^1-»-1)» 

€ъ которыосъ Пу^ и щ найдутся иэъ ур, {21). 

Для чиселъ третьяго типа функц1Я Д^ будетъ точнымъ 
ввадратомъ : Д_р=г*^^, и сл-Ьдовательно во всЬхъ точвахъ 
плоскости будетъ оставаться положительной, обращаясь въ 
нуль на двойное инвархантной прямой и въ безконечность 
на горизонте Что касается до модуля, тофэрмулы (3'>) обра- 
щаясь въ следующую 

показываютъ, что модуль мы всегда должны считать равнымъ 
линейной функц1и и^^. 

Такъ какъ «*д,=^^, к=0, то формула 

X 

даетъ для и неопред']&ленпое выражен1е 0:0. Но поступая 
такъ, какъ выше было указано, мы получаемъ 

_ 1 ^д. 



или 



4=^—'^ =ТА1, иух) 



Изъ выражешй для модуля и аргумента комплекснаго числа 
сл'бдуетъ, что теорема I можетъ быть выражена равенствами 
(41) и (42) и формулирована такимъ образомъ: модуль про- 
изведен1я равняется произведению модулей маожителей, аргу- 
ментъ произведешя равняегся сумм'Ь аргументовъ множителей. 
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Означая число ще^ — ще^, Еоторое изображается точкой, 
лежащей на двойной инвархантной прямой, и вторая степень 
котораго будетъ следовательно равняться нулю, черезъ о, 
приведемъ число х къ виду 

или, принимая модуль и и число сэ за новыя вомплексныя 
единицы, 

х=и^ + г^^со] 

отсюда видно, что величины, воторыа^ изучая комплексные 
числа втораго класса, я назвалъ главною частью числа х и его 
параметромъ, суть ничто иное какъ модуль этого числа и его 
аргументъ ^). 

Кривая А^=Сц обращаются въ пары прямыхъ лин1й 
образующихъ пучекъ съ цептромъ въ инвар1антной точк4 7^. 

Формулы (44) и (46) не даютъ намъ непосредственно 
выражен1я для функцш вомплекснаго перем'Ённаго въ систем'6 
втораго класса. Ибо ур. (46) д']&лаются тожественными, если 
положимъ и^=V^ и г*2=^2? * второе изъ ур. (44) мы сами 
должны сд'^лать тожественнымъ съ первымъ изъ нихъ, 
принявъ 1//(^^=у)(г^д.) для того, чтобы оно приг^^=г;, 1^[Щ^=V^ 
не было въ иротивореч]и съ первымъ; для опред^лешя фуйк- 
щй ^^ п ^2 у насъ остается такимъ образомъ только одно 
конечное и одно эквивалентное ему диф. уравненхе. Чтобы 
получить другое, недостающее, ур. подставдяемъ вм']&сто V^ и 
V^ ихъ выражен1я (58) во второе изъ ур. (46), разлагаемъ 
06*6 части по степенямъ г т, зам']^чая, что члены свободные 
отъ г взаимно уничтожаются въ силу перваго ур., прирав- 
ниваемъ коэЛ)фиц1енты при первой степени е. Тогда полу- 
чаемъ ур. 

Введя вместо х^ и х^ перем-Ьнныя м;^. и и^, преобразуемъ^ 
последнее ур. и первое изъ ур. (46) въ сл'Ьдующ1я 



^) ^Винтовое с«1ислен1е», $ 18. Уч. Зан. Еаз. Унив., Сент., 1895 г. 
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откуда 

х^ (р Е %р произволъныя функц1и. Посл'^днеб ур. получается 
также и изъ ур. (44). Въ самомъ д^л*, когда V^ и V^ д*- 
лаются равными и^ т щ, функц]я у^^ стоящая во второй ча- 
сти второго равенства (44), должна сжклалъся равной функ- 
Ц1И ^\ иовтощ ^р{V^)=д){V^^)'^е^р^{V^ И сл'Ьдовательно, огра- 
ничиваясь членами перваго порядка относительно г, им'Ёемъ: 

Подставивъ это 8начен1е ^р{V^р) во второе изъ равенствъ (44) 
и вычитая первое, получимъ 

— второе, недостающее, равенство. Если для большей про- 
стоты положимъ го^=^и^^ щ= — я^ и примемъ и и число 
о=«^2^1 — ^1^2 8* комплексныя единицы, то будемъ им'Ьть 

Итакъ мы приходимъ къ сл^^дующей теорем*!. 

Теорема III. — Для того, чтобы 2 было фуикцгей номп- 
ленснаго перемгьпнаго х^^х^е^л-х^е^ въсистемгь второго нлас- 
са, г^ и г^ должны опредгьляться изъ уравненгй 



г^гь д) и %!) совершенно произволъныя функцги. 

20. Единицы и и сэ. — Въ предыдущихъ изсл'^^довашяхъ 
выборъ комплексныхъ единицъ е^ и е^ былъ совершенно 
произволенъ. Мы перепишемъ теперь н']&которыя изъвыведен- 
ныхъ формулъ въ предположен1и, что одна изъ единицъ есть 
модуль операщи умножен1я и сл'бдовательно точка и одна 
изъ точекъ масштаба, а прямая 1^и одна изъ координатныхъ 
осей. Тогда, какъ было показано въ § 6, разсматриваемыя 
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воишсевсныя числа прииутъ видъ х^ +х^а, причемъ вторая 
степень о опред']&ЛЕтся харавтериститескниъ равенствонъ 

(о — XI )((» — X ,) =0 . 

Принимая кодуль за одну изъ коналексныхъ единнцъ, мы 
им^емъ /^,=1, ,^а=0, и дал'Ье . 

г7,=1, ^,=у.„ Г,=1, 7,=х„ 

«1==1> «2 = ><1» ^1 = 1, «а = Х„ 

и^=х^ + у.1Х^, V^=:X^+X,X^ 
2х=х,— X, ^) 



х,,^+х,>,=«, >7=-12^=^. 
Модуль и аргунентъ х определяются форкулани 

« 
Х- "♦" Ха^« 

а;^+Х1а?з=)/д7е^^ 

Изъ теоремъ § 15 и Л1 § 19 будетъ сл-Ьдовать, что 
самый общ1йвидъ функщи комплекснаго перем'1ннаго х^-^х^со 
таковъ: 

9о(а?1 + х,Жз)^ -ь !/;(ж, + Хза?а)>:, 
или 

2х 2х 

для чиселъ перваго класса, и 



^) Для удобства мн изменили знакъ 2х. Ср. (22'). 
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для чиселъ второго класса (х^^х^). 

Если коэффищенты первоначально данной таблицы умно- 
жеяы д'бйствитёльны, то х^ и х, будутъ или д'бйствитель- 
ными, или мнимыми сопряженными числами. Поэтому прямая 

гармонично сопряженная съ 1^и {х^-=0) относительно инва- 
рхантныхъ прямыхъ д;^-4-x^а:^=6 шх^+у^х^^^О всегда будетъ 
д'Ьйствительна. Возьмемъ точку б>, которая оставалась пока 
произвольной, на этой прямой и примемъ сл'Ьдовательно самую 
прямую за вторую координатную ось. По теорем^^ У1 § 12 
характеристическое равенство приметъ тогда видъ 

& наши формулы еще бол']Ье упростятся. Мы будемъ имЪть 



А,=ж, — х'ж. 



X, + УЛ. 



уд,=1/«1 — хЧ^2>'«=1ое^^^^^-'^* (65) 



Д/ 1 — ~Х Д/д 



X 



^ч-ха?,=\/д,е^'*, ж,— хд;,=1/д,е-^'* (66) 



х^ ч- а;,«='|/д^(со811хге ч — 8шЬх«) (67) 

^- + 7;=1, ^-г,=^ (68) 

Фунвщя коипдевснаго перем^нваго о;, + х^а будетъ 
ии^ть видъ: 

90(а;, + ха:,)^ + 1^/(^4— ха;,)?:, (70) 

или 

9Р(а;, + хжэ) + у>(а;, -хж, ) _ (р {х^ + хж,)— и;(а!,— хж,) ^^ 

2 -^ 2^^^ " ^^^^ 

для чнселъ перваго класса, и 

^{х^)+а[х,(р'{х^) + хр{х,)] (72) 
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для чиселъ второго класса. 

Видъ фувкцш, Боторая при x=x^ иы'Ьетъ значеп1е 

/'Ю=Л(а;1)+/',(ж,)(У, 
будетъ 

Яж)=Да;, + а-2«)=/(а;, + уж^)^- + Дг, - ух^)г (73) 

или 

/(35)=^ [/Ка^! + хж,) +Л(я;,— хг,) + х(/;(ж, + УХ,)— Д(ж,— уа;^))] 

для чпселъ перваго класса, и 

/(^)=/; (а:, ) + «[^/г'(л;,) + Д(г. )] (74> 

ДЛЯ чиселъ второго класса. 

Если Д(гг,)=Е10, то модуль функщи /{х^-^х^со) и ея 
аргументъ опред'Ьллются формулами 

У/Хх,-^-у^х,У(х,—УХ,), (75) 

1^1о^^1±^^\ . (76). 

Изъ предыдущихъ формулъ мы им'Ьемъ сл-Ьдуюпия 

81п(д:, + х^сэ)=^тх^со^у.т^ +-С08а:^51пхя:, (77) 

СО^Ст^ -+-.Г2СО)=С08Д:^С08ХГГ2 — -^81ПХ,8!ПУ.Г^ (78) 



1()д(д;, ч- я:2^)=1о?? у Л^ + ож (79) 

^г^+х^о) =е'^1(с0811хл;, 4- -81п11ха:5) (80) 



х^+х^со=У^^е 



(Ли 



21. Изображеи1е коиплексныхъ чиселъ точкаяи ловерх- 
ности второго порядка. — Бъ 8аключеЕ1е этой главы покаженъ, 
Еакимъ образомъ Еомп.1ексныя числа съ двумя единицами мы 
можемъ изображать точками поверхности второго порядка. 
Назовемъ для удобства ту плоскость, точками которой мы 
изображали до сихъ поръ комплексныя числа, плоскостью Л 
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II вообразимъ себ'Ь поверхность второго порядка 5, перемы- 
кающуюся съ горизонтомъ въ инвар1*ангпыхъ точкахъ 7^,7, 
разсматриваемой системы комплексныхъ чисолъ. Проведя 
черезъ горизонтъ плоскость касательную къ поверхности 5 и 
опред'Ьливъ ея точку касан1я 0^, установимъ соотв'Ьтств1е 
между точками плоскости А и ихъ проэкп;1Ями изъ точки 0^ 
на поверхность 5. Такъ какъ всякая прямая, проведенная 
черезъ точку 0^, им'Ьемъ кромЫ 0^ еще только одну общую 
съ поверхностью 5 точку, то это соотвЬтствте будетъ вообще 
говоря однозначно. Исключен1я будутъ представлять только 
точки горизонта. Въ самомъ д'Ь.гЬ, если точка Р лежитъ на 
горизонт'Ь и не совпадаетъ пи съ одной изъ инвар1антныхъ 
точекъ 1^ и 7^, то прямая О^Р будетъ касаться поверхно- 
сти 5, ибо она лежитъ въ плоскости приведенной черезъ го- 
ризонтъ 1^1^ и касательной къ 5, и стЬдоватсльно проэкц1я 
точки Р будетъ находиться въ точк!'. 0^. Если же точка Р 
совпадаетъ съ инвар1антной точкой /^ то, припоминая, что 
обЬ точки 0^и^^, лежатъ па поверхности 5 въ одаой и той 
же касательной къ этой поверхности плоскости, мы легко 
уб'Ьдимся, что ЛИН1Я О^Р вся лежитъ на поверхности 5 п 
служитъ прямолинейной образующей этой поверхности. Лин1я 
Ю^Р также будетъ ц-Ьликомъ лежать на поверхности 5, если 
точка Р совпадаетъ со второй 1Швар1аатной точкой 7,. Та- 
кимъ образомъ каждой точкЬ плоскости А^ кромЬ точекъ 
7^ и 72, соотв'Ьтствуетъ одна точка поверхности 5, и обратно 
каждой каждой точкЬ поверхности 5, кромЬ 0^, соотвЬт- 
ствуетъ одпа точка плоскости А. ВсЬмъ точкамъ горизонта, 
кром'Ь 7, и 72, соотв'Ьтствуетъ одпа точка О/, точкамъ же 
7, и Т., — прямолипейпыл образующ1я 0^1^ и 0^7, поверхно- 
сти 5. 

Пусть ж и X соотв'Ьтствующ1я точки плоскости А и по- 
верхности 5. До сихъ поръ мы изображали комплексное 
число х^х^е^-\-х./,, точкою х. Но понятно, что мы можемъ 
условиться представлять его и точкою X. Тогда всякое комп- 
лексное число X съ конечными и опредЬленными коэффи- 
Ц1ентами изобразится некоторой вполнЬ опред'Ьленпой точ- 
кой X поверхносги ^?, и обратно всякой точкЬ поверхности 5, 
не совпадающей сь 0^, будегь соотвЬтствовать одно вполнЬ 
опред-Ьленное комплексное число. Чист 

7^=оо.>^, 75,=оо.^ 
изобразятся прямыми О^Т^аО^!.^, а всЬ друг1я числа вида 



сое^+оо.е.^. 



т^очкой 0^ 
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Проведемъ въ плоскости -4 • черезъ инвар1автпую точку 7^ 
прямую ЛИН1Ю и спроэкцируемъ ее изъ точки 0^ на поверх- 
ность 5. Проэктирующая плоскость, проходя черезъ точки 
0^ и /^ будетъ содержать прямолинейную производящую 0^1^ 
поверхности 5 и следовательно съ этой поверхностью пере- 
сечется по двумъ прямымъ лин1ямъ: по ЛИН1И 0^1^ и па 
прямолинейной образующей, принадлежащей къ другой ч^мъ 
0^1^ систем*. Такимъ образомъ лин1и, проведенной въ пло- 
скости А черезъ 7^, будетъ соответствовать прямолинейная 
образующая поверхности 5, пересекающая 0^^^, аинвархант- 
ному пучку съ центромъ 1^ — производящ1я одной и той же 
системы этой поверхности. Другая система производящихъ 
будетъ соответствовать инвар1антному пучку съ центромъ I.,. 
Вследств1е такого свойства установленнаго нами соответств1я 
между поверхностью 5 и плоскостью -4, изъ теоремы! §1& 
мы выводимъ следующую. 

Теорема I. — Если комплексныя числа съ двумя единит 
цами мы будемъ изображать точками поверхности второю 
порядка^ то функигя комплекснаго перемтьннаго опред/ыгитъ 
такое преобразованге поверхности, при которомъ прямоли-- 
нейиыя производягцгя одного и того же рода щереходятъ вг 
произоодягцгя тою же рода. Обратно всякое преобразованге 
поверхности второго порядка, щт которомъ прямолинейный 
производящгя переходятъ въ производящгя тою же рода^ 
можно задать нгькоторой функтей комплекснаю перемгьн- 
наго надлежащимъ образомъ построенной коммутативной, 
ассог^гативной и опредгьленной системы комп.гексныосъ чиселъ. 

Остановимся несколько подробнее на одномъ частномъ 
случае изложеннаго способа представлен1я комплексныхъ чи- 
селъ. Возьмемъ точку 0^ где нибудь вне плоскости А в, 
принявъ точки 0^,0^,0^,0^ (§ 8, чертежъ 1) за вершины 
координатнаго тетраэдра, означимъ черезъ Х1,Х2,Хз,Х^ тетра- 
эдричесмя координаты точки X. Не трудно убедиться, чта 
поверхность второго порядка 

Дх— аХзХ,=0 (81) 

проходитъ черезъ точки Т^^^ч^^Р^^ что плоскости касатель- 
ныя къ поверхности въ этихъ точкахъ суть 0^0^!^, 1.^0^0^^ 
0^1^7^, 1^1.^0^, и что лиши 0^1^,0^!^ суть образующ1я одной 
системы, а 0^1,^ и 0^1^ — другой системы этой поверхности. 
Въ силу указанныхъ свойствъ, мы можемъ поверхность (81) 
принять за поверхность 5 и воспользоваться ей для геометри- 
ческаго представлен1я комплексныхъ чиселъ. Легко видеть^ 
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что координаты точки, изображающей число х=х^е^+х^е2 на 
поверхности (81), будутъ таковы: 

Ибо, во-первыхъ, эта точка лежитъ на поверхности (81), а 
во-вторыхъ на лиши, соединяющей точку 0^(0,0,0,1) съ точ- 
кой ((Уа;,(й:,СГ,0), которая изображаетъ комплексное число х 
въ плоскости Л. 

Если коэффиц1енты таблицы умножешя и число а бу- 
дутъ действительны, то и поверхность (81) будетъ также 
д']^йствительна и д'Ьйствительныя комплексный числа (т. е. 
числа, , у которыхъ коэффиц1енты действительны) будутъ 
изображаться таковыми же точками поверхности (81). Когда 
система комплексвыхъ чиселъ будетъ гиперболической, то 
точки ^^,^2 и лиши 0^1^^ 0^1^ будутъ действительны и раз- 
дельны: поверхность (81) будетъ линейчатой съ двумя раз- 
дельными системами действительныхъ производящихъ . Когда 
система комплексныхъ чиселъ будетъ эллиптической, то пря- 
мыя 0^1^,0^!^ и точки /^/^ будутъ мнимыми и сопряжен- 
ными и поверхность (81) будетъ овальной съ мнимыми про- 
изводящими. Наконецъ, когда система комплексныхъ чиселъ 
будетъ параболической, то прямыя 0^1^р^1^ и точки 1^^1<^ 
совпадутъ, и поверхность (81) будетъ иметь только одну си- 
стему производящихъ, т. е. будетъ конусомъ. Отсюда теорема. 

Теорема II. — Комплексныя числа съ двумя единицами^ 
мы можемъ изображать точками поверхности второго по- 
рядка такъ, что дгьйствительпыя числа будутъ изобра- 
жаться дтьИствительньши точками. При этомъ поверхность 
второго порядка для гиперболической системы будешь линей- 
чатой съ двумя раздтьльными системами производящихъ ^ для 
эллиптической — овальной съ мнимыми производящими^ для 
параболической — конусомъ. 



Глава П. 



22. Абсолютъ. — Прежде ч']&мъ мы обратимся къ изложе- 
В1Ю теор1и вевторовъ, усдовимся въ нЁкоторыхъ терминахъ и 
обозначен1Ямъ. 

Положен1е точекъ и плоскостей въ пространств-Ь мыбу- 
демъ определять помощью четырехъ однородныхъ проэвтив- 
ныхъ воординатъ, относя кавъ точки такъ и плоскости къ 
одному и тому же основному тетраэдру. Выраженге 

какъ принято въ аналитической геометр1и, мы будемъ озна- 
чать черезъ Хр или Хх и выборъ единичной точки и единич- 
ной плоскости мы всегда будемъ предполагать сд']^ланнымъ 
такимъ образом-ь, что услов1е лежашя точки х(х^,Х2^х^,х^) въ 
плоскости Х(Х^^Х^,Х^,Х^) им^емъ видъ Х^=Жх=0. 

Чтобы им'Ьть возможность оц'Ьаивать относительное по- 
ложеше точекъ^ лиши и плоскостей, мы выберемъ разъ на- 
всегда некоторую поверхность второго порядка, которую по 
прим-бру Сау1еу назовемъ абсолютомъ. Пусть 

^^а-^х-х^^=0 
гд4 «а=»>&.- (1) 

есть ур. абсолюта въ точечныхъ координатахъ. Квадратичную 
функщю, стоящую въ первой части ур. абсолюта, мы будемъ 
означать черезъ Дд/Д?), половины ея частныхъ производныхъ 
по л?^,а?з,Жз,а?4 — '1ерезъ/'1(д;)/з(а;),/з(ж)/Дж), билинейную форму, 
поляризированную изъ }{хх)^ — черезъ /'(ху)\ такимъ обра- 
зомъ: 
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/зН= 2"^"^" «1 • ^''зЛ ^-«зЛ +«3«^4) 
/'4(^)= г"^;^"^**"^! +««^» +«43^;, +«44^4^ 

Джд;)=а;/,(ж) +^/,(0!) +ж/,(а;) +а;/,(а;), 



(2) 



Абсолютъ устанавливаетъ весьма важное соотвЪтст1е между 
точками и плоскостями пространства: каждой точк'Ь соотв^^т- 
ствуетъ полярная съ ней плоскость, каждой плоскости — ея 
полюсъ. Известно, что координаты плоскости X, полярной 
съ точкой Ху определяются изъ ур.: 

бХ,=:Гг(х), (1234) (3) 

/ 

гд* (У множитель пропорцюнальяости. Чтобы обратно по дан 
ной плоскости X найти ея полюсь х, мы должны р'Ьшить 
посл'Ьдшя ур. относительно гг,,я;2»^з5^4- Сд'Ьлавъ это, полу- 
ЧЕмъ: 

^X^~Л^^X^ + Л^^Х^ + Л„Х, + А^^X^=Р,{X), 

дх,=А,,Х^ + А,,Х, + Л,,Х,+А,,Х,=Г,(Х), (4) 
дх,=А,,Х,+А,,Х, + Л,,Х,+Л,,Х,=Р,{Х), 

гд4 коэффищенты при Х,,Х,,Х„Х^ суть миноры определителя 



Л= 



«11 «Ч «13 «М 

а,1 а,, а,з а,^ 

«31 «32 «33 «34 

«41 «42 «4 3 «44 



связанные въ силу (1) соотношен1ями 
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и ^=Л/б множитель пропорщоналъности. Всл'Ьдствхе этихъ 
соотношен1й вторыя части равенствъ (4), которыя мы озна- 
чили черезъ ^Р^{X)^Р^{X),Г^(X),^Р^{X),I^]режста,ъляютъ собой 
половины частныхъ производныхъ по Х^^Х^^Х^^Х^^ одной ш 
той же квадратичной формы 

Форму поляризированную взъ Р(ХХ) ыы будемъ означать^ 
черезъ Р{ХУ): 

Р{ХГ)=Х,Р,{Г)+Х,Р,(7)+ХМТ) + Х,Р,(Т)= 

Р{ХТ)=У,Р,{Х)+Т,Р,{Х) + Т,Р,{Х)+Г^Р^{Х)^ 

=^ЛчУ.-^х- (5) 



Для того, чтобы ПЛОСКОСТЬ X касалась абсолюта она должна 
проходить черезъ свой полюсь х, т. е. 

Х^=Х^ х^ + Х^х^ 4- ХдГСз -+■ ^4^4 = О, 
или, если воспользуемся (4). 

Р{ХХ)=:2^,,Х,Х,=0. 

Это ур., представляющее услов1е касан1я плоскости X абсо- 
люта, будетъ ур. абсолюта въ плоскостныхъ координатахъ. 

23. Перпендинулярныя точки, линж и плоскости. — Дв^ 

точки называются взаимно перпендикулярными, если он'& 
гармонично сопряжены съ двумя точками перес']^чен1Я лин1и, 
ихъ соединяющей, съ абсолютомъ. Геометрическое м-Ьсто то- 
чекъ перпе'ндикулярныхъ къ точк* х есть плоскость X по- 
лярная съ точкой X. Для того, чтобы дв4 точки X 1л у были 
взаимно перпендикулярны, одна изъ нихъ должна лежать вь 
плоскости полярной съ другой, т. е. должно быть 

или, по ур. (3) п (2), /[ху)=0. 
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Геометрическое м-Ьсто точекъ одновременно перпендику- 
лярныхъ Бъ двумъ данБЫмъ X п у есть прямая ХТ перес^- 
чен1я плоскостей полярныхъ съ х и у^ т. е. поляра лин1Е 
ху, Такъ какъ всякая плоскость полярная съ точкой, лежа* 
щей на ЛИН1И хуу проходить черезъ лин1юХУ, то ъс^ точки 
одной ивъ двухъ взаимныхъ поляръ перпендикулярны къ 
тсчкамъ другой. 

Есть только одна точка перпендикулярная къ тремъ 
точкамъ х,у,г — это точка пбрес'Ьчен1Я плоскостей Х^У^2 по- 
лярныхъ съ х,у,/г, т. е. полюсъ плоскости ху^. 

Дв'Ь плоскости называются взаомно перпендикулярными, 
если он-Ь гармонично сопряжены съ двумя плоскостями, про- 
веденными черезъ Л1ш1ю ихъ перес^эчен!;] и касательными къ 
абсолюту. ВсЬ плоскости перпендикулярныя къ одной пло- 
скости X проходятъ черезъ ея полюсъ х. Для того, чтобы 
Л^^ плоскости X и у были взаимно перпендикулярными одна 
изъ нихъ должна проходить черезъ полюсъ другой, т. е. 
должно быть 

Г,= Т,х, + Г,х^ + Г,х, + Г,х,=0, 

или по ур. (5) и (4) 1'{ХУ)=0. 

Геометрическое м'Ьсто плоскостей одновременно перпен- 
дикулярныхъ къ двумъ даннымъ X и У есть пучекъ пло- 
скостей, для котораго осью служитъ лин1я ху, соединяющая 
полюсы хну плоскостей X и У, т. е. поляра лин1и ХУ, 
Такъ какъ полюсы плоскостей, проходящихъ черезъ ХУ всЬ 
лежатъ на лин1и ху^ то всЬ плоскости, проходящ1я черезъ 
одну изъ двухъ взаимныхъ поляръ перпендикулярны ко всЬмъ 
плоскостямъ, проходящимъ черезъ другую. 

Есть только одна плоскость перпендикулярная къ тремъ 
Х^У,2—^Э10 плоскость проходящая черезъ полюсы х^у.2 пло- 
скостей Х,Г,-^, т. е. плоскость полярная съ точкой ХУ2, 

Дв']^ перес'Ькающтяся прямыя лип1и называются взаимно 
перпендикулярными, если оп^ гармонично сопряжены съ двумя 
прямыми, проведенными черезъ ихъ точку встречи и каса- 
тельными къ кривой, но которой ихъ плоскость пересЬ кается- 
съ абсолютомъ. Если дв*]^ лин1и перпендикулярны, то каждая 
изъ нихъ перес'Ькаетъ поляру другой, такъ что совокупность 
ЛИВ1Й перпендикулярныхъ къ данной образуетъ конгруэнщю, 
директрисами которой служатъ данная лин1Я и ея поляра. 

Черезъ каждую точку проходитъ вообще одна лин1я пер- 
пендикулярная къ данной прямой — это лин1я перес']^чен1я 
двухъ плоскостей, проведенпыхъ черезъ точку, изъ которыхъ^ 
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юдна проходитъ кромЬ того черезъ дапеую лин1*ю, а^другая — 
черезъ ея поляру. 

Въ каждой плоскости находится вообще только одна дп- 
Н1Я перпендикулярная къ данной прямой — это лин1я, соеди- 
аяющая точки перес']&чец1я данной лив1и и ея поляры съ 
плоскостью. 

Плоскость и ея полюсъ называются взаимно перпенди- 
кулярными плоскостью и точкой. Плоскость X и точка х бу- 
дутъ, сгЬдовательпо, взаимно перпендикулярны, если ихъ ко- 
ординаты связаны ур. (3) или (4). 

Прямая ЛИБ1Я и плоскость называются взаимно перпенди- 
кулярными, если прямая проходить черезъ полюсъ плоскости. 
Очевидно, что плоскость, которая проходитъ черезъ одну пзъ 
двухъ взаимныхъ поляръ, перпендикулярна къ другой, ибо 
полюсъ ея ле?китъ на этой послЬдней. Такимъ образомъ су- 
ществуегъ безчисленное множество лин1й перпендикулярныхъ 
къ одной плоскости: всЬ ов-Ь проходятъ черезъ полюсъ пло- 
<;кости, и существуетъ безчисленное множество плоскостей 
перпендикулярныхъ къ одной лип1и: вс1» он!; проходятъ че- 
резъ поляру этой лиши. Черезъ данную точку проходитъ во- 
обще только одна лии1Я перпендикулярная къ данной пло- 
скости: ЛИП1Я, соединяющая точку съ полюсомъ плоскости. 
Черезъ данную точку проходитъ вообще только одна пло- 
скость перпендикулярная къ данной лин1и: плоскость прове- 
денная черезъ данную точку и поляру данной лин1и. Лин1Я 
перпендикулярная къ плоскости перпендикулярна ко всякой 
ЛИН1И ее пересЬкающей и проведенной въ плоскости. 

Прямая ЛИН1Я и точка называются взаимно перпендику- 
лярными, если ЛИН1Я лежитъ въ плоскости полярной съ точ- 
кой. Очевидно, что точка, которая лежитъ на одной изъ двухъ 
взаимныхъ поляръ, перпендикулярна къ другой, ибо полярный 
€ъ ней плоскости проходятъ черезъ эту послЬднюю. Такимъ 
образомъ существуетъ безчисленпое множество линхй перпен- 
дикулярныхъ къ точк'Ь: оп'Ь всЬ лсжатъ въ плоскости перпен- 
дикулярной къ ТОЧК'Ь, и существуетъ безчисленное множе- 
ство точекъ перпендикулярныхъ къ лип1п: он* всЬ лежать 
на поляр* этой ЛИН1И. Въ данной плоскости можно провести 
вообще только одну лип1ю перпендикулярную къ точк'Ь: лин1я 
перес'Ьчен1я данной плоскости и плоскости полярной съ дан- 
ной точкой. Въ данной плоскости существуетъ вообще только 
одна точка перпендикулярная къ данной лин1и: точка пересЬ- 
чешя данной плоскости и поляры къ данной лин1и. Лин!:] 
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перпендикулярная къ точк']^ перпендивудярна по всякой лиши 
ее перес'Ькающей и проведенной черезъ точку. 

24. Векторъ и роторъ. — Точка, плоскость и пряшая ли- 
Н1Я служатъ просгЬйшимп геометрическими элементами. Въ 
высшей геометр]и за основные элементы принимаются не 
Р'Ьдко бол'Ьс сложныя геометрическ1я образован1я, которыя 
получаются отъ соединевхя двухъ или н^сколькихъ изъ про- 
ст'Ьйшихъ: точекъ, плоскостей и лип1й. Основные элементы 
те()р1и векторовъ — векторъ, роторъ, моторъ — представляютъ 
Собой таюе бол'1е сложные элементы, и въ этомъ смысл'Ь 
теор1я векторовъ можетъ считаться отраслью высшей гео- 
метр! и. 

Векторомъ называется совокупность двухъ точекъ; одна 
изъ точекъ вектора называется его началомъ или начальной 
точкой, а другая — концомъ пли конечной точкой. Прямая, 
соединяющая начало п конецъ вектора называется лучемъ 
вектора. Векторъ считается равнымъ нулю, если его на- 
чало и конецъ совпадаютъ. Векторъ мы будемъ означать 
илп одной буквой греческаго алфавита, или же двумя или 
н'Ьсколькими буквами, которыми означены концы вектора, 
ставя въ погл'Ьднемъ случа* впереди всегда буквы, относя- 
щаяся къ началу. 

Совокупность двухъ плоскостей называется роторомъ; 
одпа изъ плоскостей ротора называется его началомъ или 
начальной плоскостью, другая — концомъ или конечной пло- 
скостью. 11р)1^ая перес'Ьчен1Я плоскостей ротора называется 
осью ротора. Роторъ считается равнымъ нулю, если его на- 
чальная и конечная плоскости совпадаютъ. Роторъ мы будемъ 
означать илп одной буквой греческаго или славянскаго алфавита, 
или же двумя или п'Ьсколькими буквами, которыми означены 
начальная и конечная плоскости, ставя впереди буквы, отно- 
СЯЩ1ЯСЯ къ начальной плоскости. 

Мы займемся сначала из\чен1емъ свойствъ связки век го- 
ровъ и связки роторовъ. Такъ мы будемъ называть совокуп- 
ность векторовъ, им'Ьющпхъ общее начало, и совокупность 
рогоровъ съ общей начальной плоскостью. 

2Г). Слотен1в векторовъ. — Пусть ох и оу суть векторы 
съ -общимъ началомъ оо^.о^^о^,о^) и конечными точками 
х(х,,х^,х,,т^) и ?/(2/,.У2»!/з'2/4)ипусть 0(0^,0^,0^,0,) плоскость 
полярная съ общимъ яачаломъ векторовъ о, такъ что 

0,=Г,{о) (1234) (.Г) 

и 0^=/\ох), 0^=/\01/), 0^=/{оо). 
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Суммой векторовъ ох и оу называется векторъ о^, у 
^котораго общее начало о съ веЕторами ох и о«/, а концомъ 
служитъ точка ^, пм-Ьющая сл-Ьдующтя координаты 

(^г,=Ор,х,^0/)^,-Ор^.о,, (1234) (6) 

или бг^ =Аоу)Аоо)Щ +АоШоо)у,—Аох)Цоу)о^ , (1234) (7) 

гд'Ь б множитель пропорщональиостп. Векторы ох и оу по 
отношен1Ю Еъ вектору ог называются составляющими или 
слагаемыми векторами. Чтобы показать, что ог есть сумма 
ох и оу пишутъ о;г=ох-\-оу. 

Теорема. — Еонщмъ вектора ог^=ох + оу служитъ вер- 
шина прошивополооюиая съ о въ четыреугольниюь построен- 
номъ на векторахъ ох и оу такъ^ что противоположния 
.стюроны его пересгькаются на плоскости полярной съ общимъ 
началомъ. 

Такъ какъ точки, лежащ1я въ плоскости О, полярной съ 
.0, перпендикулярны къ точкЬ о, то эту теорему мы можемъ 
формулировать еще такимъ образомъ. 

Контмъ вектора ог=оХ'\'Оу слуэюитъ вершина проши- 
воположная съ о въ четыреугольникть построенномъ на векто- 
рахъ ох и оу такъ, что противоположния стороны по пере- 
сгькаются въ точкахъ перпендикулярныхъ къ общему началу 
. векторовъ. 

Переписавъ для доказательства теоремы координаты 
^п^гА?-^* такимъ образомъ 

бг,=0^0,х,^0,{0,у,-0^о,), (1234) 

мы видимъ, что точка ^ ленитъ на прямой, соедивяющей 
точку X съ точкой 

6,=0^,-0^о.. (1234) 

Эта посл']&дняя находится съ одной стороны на прямой оу, а 
съ другой въ плоскости о. ибо 

и совпадаетъ, следовательно, съ точкой перес']&чен1я прямой 
оу и плоскости О. Подобнымъ же образомъ, представивъ 
координаты ^п^2,^з?'2^4 ^"ь вид-Ь 

(^^г=0,0,у,-^0^0,x,-0^о,\ (1234) 
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мы убедимся, что точка г леаситъ на прямой, которая соеди- 
наегь точку у съ точкой а: 

а,=0^г,—0^о^ (1234) 

I 

пересЬчешя линхи ох и плоскости О. Точка г лежитъ та- 
кимъ образомъ въ пересечен!!! лин1й ау я Ьх и служить 
вершиной противоположной съ о въ четыреуголъник'Ь охул!^ 
который удовлетворяетъ условхямъ теоремы, ибо противопо- 
ложный его стороны ох и уг^оу и хл1 пересекаются соотв'Ьт- 
ч^твенно въ точкахъ а я Ь плоскости О (см. чертежъ 2). 

Чертежъ 2. 




Итакъ теорема доказана и мы видимъ, что для построе- 
Б1Я вектора ог=^ох-\-оу мы должны поступать сл'Ьдующимъ 
образомъ: продолжаемъ лин1и ох и оу до перес']^чен1Я со- 
отв'Ьтствонно въ точкахъ а и 2) съ плоскостью О и соединяемъ 
& съ ГС и а съ у\ точка г пересЬчешя лиши ау а Ъх л бу- 
детъ концомъ вектора ог^^охл-оу. Это правило геометриче- 
скаго сложен1я двухъ векторовъ мы будемъ называть прави- 
ломъ четыреугольника. 

Отм'бтимъ н'бкоторня частные случаи сложенхя векто- 
ровъ. 

1. Если точка о, начало векторовъ ох и оу^ лежитъ на 
а6солюг4, то плоскость О проходитъ черезъ о, точки а,Ь и г 
совпадаютъ съ точкой о и векторъ О2^==0, каковы бы ни были 
векторы ох и оу. Это видно также изъ формулъ (6), кото- 
рыя при О^=/{оо)=^0 даютъ 

б^,=-0^0^о,, (1234) 
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2. Если конедъ вектора ох перпендикуляренъ еъ его- 
началу, то точка х лежитъ въ плоскости О, точки а ж г 
совпадаютъ съ точкой х и ог=ох^ каковъ бы ни былъ век- 
торъ оу. Это видно также изъ формулъ (6), которыя при 
О^=/*(ож)=0 обращаются въ следую Щ1я: 

бг,=-О^О^х,. (1234) 

3. Если о(Л точки X ж у перпендикулярны къ началу 
и следовательно лежатъ въ плоскости О, то лин1и хЬ и уа 
совпадаютъ съ лив1ей ху. Точка г также лежитъ въ пло- 
скости О, но положен1е ея на лин1и ху неопред-бленно. Оно 
можетъ сд']^латься опред']^леннымъ, если изв'&стенъ законъ, по 
которому точки X ву приближаются къ плоскости О. Форму- 
лы (6) также оставляютъ положен1е точки ^ неопред'Ьленнымъ^ 
ибо при Од.=0 =0 он4 принимаютъ видъ 

б^^,=0. ;(1234) 

4. Если лучи векторовъ ох и оу совпадаютъ, то лин1И" 
ау^Ъх и оху также совпадаютъ. Следовательно точка ;гг будетъ 
лежать на одной прямой съ точками о,гг,2/, но правило четыре- 
угольника не опредЬляетъ положен1я ^ на этой лин1и. Между 
т^мъ, если мы обратимся къ формуламъ (6) и, принявъ во 
вииман1е, что точка у лежитъ на одной прямой съ точкамк 



о ъ Ху положимъ 



2/1=4 +/^^р (1234) 



где л и /г н'Ькоторыя постоянныя, то для точки ^ получимъ 
так1я координаты 

б:^, = (2аО,0,^УЮ,')х,-иО,\, (1234) 

которыми вполне определится ея положен1е на прямой ох. 
Такимъ образомъ, когда векторы ох и оу лежатъ на одной 
прямой, ихъ сумма вполне определенна и лежитъ на той же 
прямой, но правило четыреугольника для построешя суммы 
становится неприменимымъ. Бакъ построить векторъ ог=ох+оу 
въ этомъ случае, мы покажемъ ниже. 

26. Сложен1е роторовъ. — Пусть ОХ и О!' суть ротрры 
съ общей начальной плоскостью 0(О^^О^р^р^) и конечными. 

плоскостями Х(Х,,ХДзД4) и ^''(3^1/3^25^35^4) и^ — полюсъ. 
ихъ общей начальной плоскости О, такъ что 

о, = Р,{0), (1234) 

и Ох=Р{ОХ), Оу=Р{ОТ), Оо=Р{00). 



— 81 — 

Суммой роторовъ ох и ОУ называется роторъ 02 , у 
котораго общая начальная плоскость О съ роторами ОХ и 
ОТ, л конечной плоскостью служить плоскость 2Г, имеющая 
сл']Ьдующ1я координаты 

б2^=о,-Ос^-^ОхОоУ,-ОхОуО^, (1234) (8) 
или аг^ = Р{0 Г) Р{00)Х, + Р{ОХ) Ь\00) У, — 

—Р{ОХ)Р(ОУ}0,, (1234) (9) 

тлЬ б множитель пропорц1ональности. Роторы ОХ ж^У по 
отношен1ю къ ротору 02 называются слагаемыми или состав- 
ляющими. Чтобы показать, что 02 есть сумма ОХ я ОУ^ 
пишутъ 02=0Х^0У. 

Теорема. — Конечное/ плоскостью ротора 02=^0Х'\-0У 
слуоюитъ грань 2 противоположная съ О еъ четырегранникгь, 
построенномъ на роторахъ ОХ и ОУ такь^ что протмво- 
положныя ребра его леоюатъ въ плоскостяхъ, проходящихъ 
черезъ полюсь обгцей начальной плоскости роторовъ. 

Такъ какъ плоскости, проходяиия черезъ полюсъ пло- 
скости О, къ ней перпендикулярны, то эту теорему мы мо- 
жемъ формулировать еще такимъ образомъ. 

Конечной плоскостью ротора 02=0Х+0У служить 
грань 2 противоположная съО въ четирегранникп>^ построен- 
номъ на роторахъ ОХ и ОУ такъу что противоположныя 
ребра его лежать въ плоскостяхъ перпендикулярныхъ къ обгцей 
начальной плоскости роторовъ. 

Съ ц'Ьлью построить такой четырегранникъ мы прово- 
димъ черезъ точку о и лин1и ОХ и ОУ соответственно пло- 
скости А и В ж оиред-Ьляемъ пересЬченхе ХВ плоскостей 
X и В и перес'Ьчен1е У А плоскостей У ж А. Такъ какъ 
плоскости ХуУ,А^В всЬ проходятъ черезъ одну и ту же точку 
(точку перес'Ьчен1я плоскостей 0,Х,У), то лин1И ХВ и УА 
лежатъ въ одной плоскости 2. Четырегранникъ 0ХУ2 удов- 
летворяетъ услов1ямъ теоремы, и 02=0Х+0У. 

Эта теорема можетъ быть доказана совершенно также 
какъ и теорема предыдущаго §, которой она соотв'Ьтствуетъ 
по принципу двойственности. Вытекающее изъ теоремы пра- 
вило геометрическаго построен1я ротора 02 по даннымъ ро- 
торамъ ОХ и О Г, мы назовемъ правиломъ четырегранника. 

> 

Отм'Ьтимъ сл'Ьдуюпце частные случаи сложен1я рото- 
ровъ. 

6 
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1. Если плоскость О, начало роторовъ ОХ т ОУ, ка- 
сается абсолюта, то точка о лежитъ на ней, и 0^=0, како- 
вы бы ни были роторы ОХ и О У. Это видно также изъфор- 
мулъ (8), которыя при Оо=^Р{00)=:0 даютъ 

б2,=—0х0уО,. (1234) 

2. Если копецъ ротора ОХ перпендикуляренъ къ его 
начал)', то плоскость X проходитъ черезъ точку о, плоскости 
Л т 2! совпадаютъ съ плоскостью X, и 02=бХ^ каковъ бы 
ни былъ роторъ ОУ. Это видно также изъ.формулъ (8), ко- 
рня при ох=1^(ОХ)=0 обращаются въ сл'Ьдующ1я 

б2,=0у0оХ,. (1234) 

3. Если об* плоскости X и У перпендикулярны къ на- 
чалу О, то он* об* проходятъ черезъ точку о и лиши ХВи 
У А совпадаютъ съ лишей ХУ\ плоскость 2^ следовательно, 
также проходитъ черезъ точку о и лин1Ю ХГ, но положеше 
ея определяется не вполн*. Формулы (8) также не опред*- 
ляютъ положен1я плоскости ^, ибо въ разсматриваемомъ слу- 
чае Ох==0г=0, ион* принимаютъ видъ 

62Г^=0. (1234) 

Положен1е плоскости ^ можетъ сделаться опред'Ьлен- 
нымъ. если извЪстенъ законъ по которому плоскости X т У 
приближаются къ о. 

4. Если роторы ОХ к ОУ им-Ьготъ общую ось, то черезъ 
ихъ ось проходятъ и плоскости А и В^т лиши АУ т ВХ 
совпадаютъ съ ХУ. Поэтому плоскость 2 также проходитъ 
черезъ ось роторовъ ОХ и ОУ, но положенхе ея опреде- 
ляется не вполне. Если же мы обратимся къ формуламъ (8), 
то помощью ихъ совершенно также, какъ и въ предыдущемъ 
§, для двухъ векторовъ съ общимъ лучемъ, мы покажемъ, 
что плоскость 2, проходя черезъ общую ось ОХ и О Г, зани- 
маетъ вполне определенное положеше. Такимъ образомъ, 
когда роторы ОХ т ОУ имеютъ общую ось, сумма ихъ 02 
вполне определенна, имеетъ съ ними общую ось, но правило 
четыре гранника становится не применимымъ. Какъ построить 
сумму роторовъ въ этомъ случае мы покажемъ въ следую- 
щемъ параграфе. 
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27. Проакщи. — Проэкщей точки х на плосеость О изъ 
точки д называется точка пересЬчентя лип1и дх оъ плоскостью 0\ 
проэкщей .1ИН1И а на плоскость О изъ точки д называется 
лишя пёресЬченхя плоскостей да и (?. Если д полюсъ пло- 
скости (т, то проэкщи точки X и ЛИН1И а называются орто- 
гональными. 

Проэкщей плоскости X на точку д изъ плоскости Сг 
называется плоскость проведенная черезъ д и линш ХО) 
проэкщей лиши а на точку д изъ плоскости О называется 
ЛИН1Я соединяющая д съ точкой Оа. Если д полюсъ плоскости 
(7, то проэкц1и плоскости X и ЛИН1И а называются ортого- 
нальными. 

Им'Ёемъ плоскость О, проходящую черезъ начало вектора 
сХу и точку д перпендикулярную къ о и, следовательно, лежащую 
въ плоскости О, полярной съ началомъ вектора ох. Геометри- 
ческой проэкщей или просто проэкц1ей вектора ох на пло- 
скость Сг изъ точки д называется векторъ ох\ конецъ кото- 
раго х' есть пересечете плоскости О съ линхей дх. Когда 
лучъ вектора ох проходитъ черезъ точку д^ то проэкдк ох 
на плоскость О равняется нулю. Если точка д полюсъ пло- 
скости О, то ЛИН1Я дх перпендикулярна къ плоскости О, и 
проэкц1я ох' вектора ох на плоскость О называется ортого- 
нальной. Ортогональная проэкщя ох на плоскость О равняется 
нулю, когда лучъ ох перпендикуляренъ къ плоскости О. 

Им^емъ две прямыя а и /ву изъ которыхъ первая про- 
ходитъ черезъ начало вектора ох, а вторая лежитъ въ пло- 
скости О полярной съ 0. Геометрической проэкц1ей или 
просто проэкц1ей вектора ох на лин1ю а изъ лин1и /в назы- 
вается векторъ ож", конецъ котораго ж" есть перес4чен1е 
проэктиртющей плоскости вх съ лин1ей а. Когда лучъ ох 
проходитъ черезъ лин1ю ^3^ то проэкщя ох па лишю а 
равняется нулю. Если лиши а и /? будутъ взаимными по- 
лярами, |то проэктирующая плоскость ^х будетъ перпендику- 
лярна къ лиши а, и проэкц1я ох'' вектора ох на лин1ю а на- 
зывается ортогональной. Ортогональная проэкщя ох на линш 
а равняется нулю, когда лучъ ох перпендикуляренъ къ 
лиши а. 

Им^емъ точку д въ начальной плоскости О ротора ОХ 
и плоскость О перпендикулярную къ О. Геометрической 
проэкщей или просто проэкц1ей ротора ОХ на точку д 
изъ плоскости (т называется роторъ ОХ', конечная пло- 
скость котораго проходитъ черезъ точку д и лин1Ю ОХ. 
Когда плоскость О проходитъ черезъ линш ОХ, то проэк- 
д1я ОХ на точку д равняется нулю. Если плоскость (7 

6* 



I 
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И точка д взаимно перпендикулярны, то линтя ОХ пер- 
пендикулярна къ точк']^ д и проэкц1Я ОХ' ротора ОХ на 
точку д называется ортогональной. Ортогональная проэкщя 
ОХ на точку д равняется нулю, когда ось ОХ перпендику- 
лярна къ точк^^ д. « 

Им'Ъемъ дв*]^ прямыя а ^)3^ изъ которыхъ первая лежитъ 
ъъ начальной плоскости О ротора ОХ, а вторая перпенди- 
кулярна къ этой плоскости. Геометрической проэкц1ей или 
просто про9кц1ей ротора ОХ на лишю а изъ лин1и ^ назы- 
вается роторъ ОХ", конечная плоскость котораго X" прохо- 
дитъ черезъ линхю а и точку ^ЗX. Когда ось ОХ проходить 
чрезъ ЛИН1Ю /3^ проэкщя ОХ на лин1Ю а равняется нулю. 
Если ЛИН1И а ж ^ взаимно полярны, то точка ^Х перпенди- 
кулярна къ ЛИН1И а и проэкц1я ОХ'' вектора ОХ на лин1ю 
а называется ортогональной. Ортогональная проэкцгя ОХ на 
лишю а равняется нулю, когда ось ОХ перпендикулярна къ 

ЛИН1И о.. 

Чтобы им']^ть возможность доказать основную теорему 
теор1и проэкщй — теорему о проэкщи суммы, мы предпо- 
шлемъ ей сл'Ьдующ1я дв'Ь теоремы. 

Теорема I. 

"Если концы х и у вектароеь Если конечныя плоскости ХиТ 

охиоубудушъ перемтьщашься по ротороеъ ОХ и ОУ мы будемь 

деумъ прямымь лингямьу которыя вращать вокругъ деухъ прямыхъ, 

пересп>каются на плоскости по- которыя лежать вь одной пло- 

лярной съ общимъ началомъ скости съ полюсомъ общаго на- 

вектороеъ, то конецъ г вектора чала ротороеъ, то конечная пло- 

оя^ох-^оу будешь также пере- скостъ 2 ротора 02=0Х'^0У 

мпщаться по прямой, встрп»чаю' будешь также вращаться во- 

гцей первыя двп» въ ихь точкп> кругь прямой, лежащей вь одной 

пересп>ченгя. плоскости сь первыми двумя* 

Аналитическое доказательств о. — Возьмемъ точ- 
ку д такъ, чтобы она лежала на плоскости О, полярной съ о^ 
и следовательно О —0. Если точка х будетъ перемещаться 
по прямой д^у а точка у по прямой д^^у то координаты то- 
чекъ хну будутъ им^ть видъ 

л?1=а^1-ь^^1, ^1=/Л-ь^^и (1234) 

где сс^,уу^ как1е нибудь переменные параметры, и, въ силу 
равенства О —О, 

0^=^80^, 0^=дОг,. 

Подставивъ вместо 0^,0^,л;^,1/^ ихъ выражешя въ формулы (6)^ 
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мы будемъ им-ЬтБ для координатъ конца вектора ог=:ох-\-оу 
выражешя 

(Хгг, =(а(50, ^)3у01 )0,д, ч-МО, 0,^, + 0^ О^т, -0^ О, о, ) , (1 2 34) 

изъ которыхъ видимъ, что точка т будетъ всегда лежать на 
прямой, соединяющей точку д съ точкой 



V 



1=0^0^^, -^О^О.т.—О^ОпО,. 



Сравнеше координатъ точки 4^ съ формулами (6) показываетъ, 
что точка ^ служитъ концомъ вектора о1=о^+от, исъ пере- 
м-Ьщешемъ точекъ х и у по прямымъ д^ и дт не изм-Ьняетъ 
своего П0Л0ЖСП1Я. Такимъ образомъ, когда точки х я у пере- 
мещаются по неподвижнымъ прямымъ д^ и дт^ точка ^, ко- 
нецъ вектора ог^=ох+оу^ перемещается по прямой дХ также 
неподвижной. 

Геометрическое доказательств о. — Доказывае- 
мыя теоремы представляютъ собой сл'Ьдств1е основныхъ, хоро- 
шо известныхъ, теоремъ проэктивной геометр1и. которыя мы 
приводимъ зд^сь безъ доказательства. 

Если въ двухъ, отнесеннныхъ Если въ двухъ, отнесенны.чъ 

олинъ къ другому, четырехсто- одинь къ другому, че.тыреребер- 

ронникахъ пять паръ соотв-Ьт- никахъ пять паръ соответствую- 

ствующйхъ вершинь лежать на щихъ граней пересЬкаются по 

прямыхъ, проходящихъ черезъ прямымъ, которая всЬ лежатъ 

одну и ту же точку, то черезъ въ одной плоскости, то и шестая 

ту же точку проходитъ прямая, пара соотв-Ьтствующих ъ граней 

соединяющая и шестую пару перес':Ькается по прямой, которая 

вершинъ. лежитъ въ той же плоскости. 

Въ самомъ д-Ьл-Ь, возьмемъ четыре вектора ох^оу^ох\оу^ 
такъ, чтобы ЛИН1И хх^ и уу^ пересЬкались въ точкЬ д пло- 
скости О, и построимъ векторы ог=^ох-^оу и ог^ =^ох^ -\- оу\ 
Такъ какъ лин1и ох и ох^ лежатъ съ точкой д въ одной пло- 
скости, то точки а и а' перес*чен1Я ихъ съ плоскостью О 
будутъ съ точкой д на одной прямой; точно также и то.чки 
Ъ т V пересЬчешя лин1й оу и оу' съ плоскостью О лежатъ 
на одной прямой съ д, Такимъ образомъ пять лиши 
хх\уу\ао!ЪЪ\до^ соединяюш,1я пять паръ соотв4тствующихъ 
вершинъ двухъ четырехсторонниковъ охуоЪг и оо^у^а!Уг,^ схо- 
дятся въ точк'Ь д\ следовательно, по упомянутой теореме, че- 
резъ ту же точку д должна проходить и лин1я гг\ соединяю- 
щая шестую пару вершинъ этихъ четырехсторонниковъ. 

Итакъ л']&вая теорема доказана; изъ нея вытекаетъ пра- 
вая по принципу двойственности. 
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Теорема !!• 



Если концы векторовъ ох и оу 
будутг перемгьщаться по пло- 
.скостямь, которыя перес^ькаются 
съ плоскостью полярной сънача- 
ломь векторовъ по одной и той 
же прямой, то конець вектора 
ол'=ох+оу будешь также пере- 
мп>щаться вь плоскости, кото- 
рая проходить черезь лингю пе- 
ресгъченгя первыхъ двухъ. 



Если конечныя плоскости рото- 
ровъ ОХ и ОУбудуть вращать- 
ся вокругъ двухъ точекъ, кото- 
рыя лежать на одной прямой 
сь полюсомъ общаю начала рото- 
ровь, то коне^мая плоскость 2 
ротора О^'^ОХ+ОУ б у деть 
также вра^цаться вокругъточки, 
которая съ первыми двумя де-. 
жить на той же прямой. 



Аналитическое доказательство. — Возьмемь 
какую нибудь плоскость ЩЦ'^Ц'о^^з^^^)- Дв* плоскости 



а^^-^ро^, уи^^^о,, 



(1234) 



гд'Ь а^/в,уу& как1Я нибудь постоянныя величины, проходятъ 
черезъ ЛИН1Ю пересЬчешя плоскостей V иО щ следовательно, 
съ плоскостью О перес']^каются по одной и той же прямой. 
Если точка х будетъ перемещаться въ первой изъ этихъ 
плоскостей, а точка у — во второй, то 



аг/,+;?О^=0, уСГ +(У0 =0. 



(10) 



Изъ формулъ (6) для координатъ точки г^ конца вектора 
021=0Х'\'0у, мы им-Ьемъ: 






/>у^о, 



Если умножимъ эта ур. соответственно на 

Оо(^у, 01у^ + (1$) + V^ау, 

и, сложивъ ихъ, примеиъ во вниман1е равенства (10), то 
получимъ 

Изъ этого ур. мы заключаемъ, что, какъ бы точки ж и г/ ни 
перемещались въ указанныхъ выше плоскостяхъ,": точки г 
всегда леакитъ въ плоскости 



0,а).г7,-ь[0,(а(У +/?/)+ СГ.а/]©,, (1234) 
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которая проходитъ черезъ пересЬчеше плоскостей II ш О, л 
следовательно также и черезъ пересЬчевте плоскостей, въ 
которыхъ перемещаются точки х т у. 

Геометрическое доказательств о. — Взявъ как1е 
нибудь векторы ох и оу, построимъ векторъ ог=ох -{-оу ш про- 
ведемъ черезъ точки х, у, ^ л какую нибудь лин1Ю а, взятую 
въ плоскости О у плоскости ха^ у а, га, Выбравъ зат^мъ какъ 
нибудь точки х! и у' на первыхъ двухъ плоскостяхъ ха и уа, 
построимъ ог^^=ос1^ л-оу^ и докажемъ, что точка -гг' пудетъ ле- 
жать въ плоскости га. Проведемъ лин1и хх* и г/У и назовемъ 
точки пересЬченхя ихъ съ лин1ей а черезъ д и д\ По преды- 
дущей теорем-Ь, если мы перемЬстимъ точку х въ х\ то ко- 
конецъ г вектора ог переместится въ некоторую точку г^ 
{ог ^^=ох^ -\- оу) прямой ^9^2^ и значитъ останется въ плоскости га. 
Если зат^мъ мы перем^стимъ конецъ у вектора оу въ точку 
У то прямой уд\ то по той же теорем* конецъ г вектора 
ог изъ точки г^ перейдетъ въ точку г^ {ог'=ох^-{'Оу^) попря- 
мей г,д^ и значитъ изъ плоскости га не выйдетъ. 

Итакъ л^вая теорема доказана; изъ нея сл^дуетъ правая 
по принципу двойственности. 

Предыдущ1я две теоремы даютъ намъ два способа для 
геометрическаго построен1я суммы двухъ векторовъ или рото- 
ровъ, которые им^ютъ общтй лучъ или общую ось. 

Пусть векторы ох^ и оу' имЬютъ общ1й лучъ. 

1. Соединивъ точки х' и у' сь точкой д плоскости О, 
полярной съ о, прямыми дх^ и ду\ возьмемъ на этихъ послед- 
нихъ п'Ь нибудь точки X м у (не на одной прямой съ о) и 
построимъ ог=ох-\-оу по правилу четыреугольника. Пусть 
прямая дг пересЬкаетъ лиш'ю ох' у' въ точк'Ь г\ тогда ог'= 
0(х^ + оу\ Ибо по теореме I точка г будетъ перемещаться по 
прямой дг\ когда точки хну будутъ перемещаться по пря- 
мымъ да^ и ду'] съ другой стороны мы видели, что точка г 
должна находиться на лиши ох^у\ когда точки х I^у придутъ 
на эту ЛИН1Ю. Следовательно точка г должна совпасть съ 
точкой г\ когда х VI у совпадутъ въ х^ и у' соответственно. 

2. Проведя черезъ какую пибудь лин1ю а плоскости по- 
лярной съ о и черезъ точки х' и у' соотвЬственно плоскости 
ах' и ау'у возьмемъ на этихъ последнихъ где нибудь точки 
хну (не на одной прямой съ о) и построимъ ог=:ох-\-оу 
по правилу четыреугольника. Пусть п-юскость аг пересЬкаетъ 
лучъ ох'у' въ точке У; тогда ог' =^ох' -\- оу\ Ибо по теореме И 
точка г будетъ перемещаться въ п.лоскости аг\ когда точки 
хну будутъ перемещагьса въ плоскостяхъ их' и ау'] съ 
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другой стороны мы вид'^Бли, что точка г должна лежать на 
прямой оxЧ^^ когда точки х т у придутъ на эту прямую. 
Следовательно точка ^ совладеть сь точкой /, когда точки 
хну совпадутъ еъ х' и у соотвЬтственно. 

Изъ сказаннаго относительно сложен1я двухъ векторовъ, 
им-Ьющихг общ1й лучъ, выводимъ помощью принципа двойствен- 
ности сл-Ьдующтя правила сложенхя двухъ роторовъ съ общею 
осью. 

Пусть ОХ^ и ОТ им'Ьютъ общую ось. 

1. Построив ь лиши пересЬчешя плоскостей X' и У* съ 
какой нибудь плоскостью 6^, проходящей черезъ полюсъ о 
общаго начала роторовь, проведемъ черезъ эти лин1и пло- 
скости X и Т такъ, чтобы он'Ь не пересекались съ пло- 
скостью О по одной и той же прямой и построимъ по пра- 
вилу четырегранника 0^^=0X4- О Г. Пусть 2' есть плоскость, 
проходящая черезъ лин1и ОХ' и С12\ тогда 02'=ОХ'-ьОТ. 

2. (1пред'Ьливъ точки перес/Ьчешя какой нибудь .1ин1и а, 
проходящей черезъ полюсъ об|цаго начала роторовъ ОХ' и 
ОТ съ плоскостями X и Т\ проведемъ черезъ нихъ дв-Ь 
плоскости X и у такъ, чтобы онЬ не пересекались бы съ 
начальной плоскостью О по одной и той же прямой, и по- 
строимъ Ш) правилу четырегранника 02=^0Х-\-0Т, Пусть 
2' есть плоскость, проходящая черезъ точку а2 и лишю 
ОХ] тогда 02'=0Х^0Т, 

Теорема П1 (основная теорема I). — Проакцгя суммы рав- 
няется суммгь прожцги. 

Эта теорема заключаетъ въ себЬ собственно четыре тео- 
ремы: теоремы о проэкцхяхъ векторовъ на плоскость и на ли- 
п1ю, теоремы о проэкщяхъ роторовъ на точку и на лишю. 
Достаточно доказать только первыя дв4, такъ какъ дв'Ь дру- 
пя вытекаютъ изъ нихъ по принципу двойственности. 

Пусть 02=.ох-\'Оу и ох\ру\о2^ суть проэкц1и векторовъ 
огмург на плоскость О изъ точки д^ такъ что лиши хх\ 
уу', гг^ вс'Ь проходятъ черезъ точку у. Если х и у, концы 
векторовъ ох и оу, мы перем^Ьстимъ по прямымъ ух ц уу^ въ 
точки у! и //', то ^, конецъ вектора ог=^ох-^оу перем'Ьстится 
на осн()вап1и теоремы I по прямой дг^ въ точку ^'; сл'Ь 
довательпо ог^^^ох^ -н оу\ 

Пусть по прежнему ()2=^ох-\-оу и ох-\оу^\о2^^ суть про- 
экщй векторов!» ох^у^ог на лин1*ю а изъ лйц1и /?. Точки 
х'\у'\/* представляютъ собой перес'Ьчен1я плоскостей ^3x^ Ву^ 
^г съ лин1ей а, и изъ даннаго выше второго правила 
для построешя суммы двухъ векторовъ ох'' и о//', имЬющихъ 
общ1Й лучъ, прямо сл'Ьдуетъ, что оа;"4-о?/"=о-г". 
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СдЬдствхе. — Пусть а т /3 суть векторы (роторы) съ об- 
щимъ нача.10мъ, пусть лучи (оси) а я В взаимно перпенику- 
ллрны иу=ан-/?. Проэктируя векторы (роторы) а, /?, у на 
лучъ вектора а (ось ротора а) ортогонально, по доказанной 
теорем* будем'й им^ть 

пр.ач-пр.^5=пр.у. 

Но пр.а на направлеше своего луча (своей оси) равняется 
самому вектору (ротору) а, а проэкщя вектора (ротора) /3 
равняется нулю, такъ какъ лучи (оси) а и /7 взаимно перпен- 
дикулярны; сл'Ьдовательно 

а=пр.}^ 

Также покажемъ, что проэкц1я вектора (ротора) у на лучъ 
(ось) ^3 равняется вектору (ротору) /5. Итакъ, если лучи (оси) 
составляющихъ векторовъ (роторовъ) взаимно-перпендикулярны, 
то каждый изъ нихъ представляетъ собой ортогональную проэк- 
щю суммы на направлен1е своего луча (своей оси). 

Такъ какъ въ дальн'Ёйшемъ мы почти исключительно 
будемъ пользоваться ортогональными проэкц1ями, то для крат- 
кости мы будемъ называть ихъ просто проэкц1ями и всяшй 
разъ будемъ обращать вниман1е читателя, если рЬчь будетъ 
идти о проэкц1яхъ не ортогональныхъ. 

2Н. Свойства суммы. 

Теорема (основная теорема II). — Операцгя сложенгя 
коммутативна и ассоцгатшна. 

Аналитическое доказательство. — Въ самомъ 
д-Ьл*, формулы (6) и (7), которыми определяются координаты 
конца вектора ог^^ох+оу^ совершенно симметричны относи- 
тельно координатъ точекъ х и у\ следовательно 

0Х'\'0у=0у-^0Х. 

Чтобы доказать законъ ассощативности операц1и сложе- 
Н1Я5 вычислимъ координаты ^р 1^, Ь^^ 1^ конца вектора о1= 
{оХ'\-оу)-\'Ог. Построивъ сначала векторъ ое=^х+оу^ по фор- 
му ламъ (6) ии^емъ 

(^^^=0^0,у,^0^0,х,— 0,0,0,, (1234) (11) 

ц легко вычисляемъ 

(^0,^0^0/),. (12) 
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Пользуясь снова формулами (6), для координатъ конца о{= 
ое-^ог получаемъ: 

т,=.Ор^е, +Ор,г,-0р^о, , (1234) 

ИЛИ, принявъ во внимаше (11) и (12), 

^Ь,=0/)/)^, -гОрр^, -гОр/),г,—ЮР/)/>,, (1234) 

гдЪ р=(5»'7<^о и (У, (У' суть множители пропорщональности. 
Разсматривая эти выражен1я для координатъ точки и мы ви- 
димъ, что они симметричны относительно х^у^г\ точка Ь бу- 
детъ служить, поэтому, концомъ не только для вектора 
{ох-\-оу)Л'Ог, но и для вектора охл-^оу-^ог). Итакъ 

ох ч- {оу 4- ог) = {рх + оу) + о^. 



Чортежъ 6. 




ЧТО и требовалось доказать. Совершенно также доказывается 
коммутативность и ассоцтативность сложен1я роторовъ. 

Геометрическое доказательств о. — Въ геомет- 
рическихъ построен1яхъ, которыя мы употребляемъ для того, 
чтобы сложить векторы ох и 01/, оба вектора играютъ совер- 
шенно одинаковую роль и потому 

ох-\-оу=оу-{-ох. 
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Чтобы доказать завонъ ассоциативности операцти сложе- 
Н1Я, возьмемъ как1е нибудь три вектора ох, оу. ог и пред- 
положимъ сначала, что лучи ихъ не лежап. въ одной и той 
же плоскости. Опред4ливъ точки а. &, с перос'Ьчее1я лин1й 
ох^оу^ог съ плоскостью О, полярной съ о, проводимъ плоскости 
аЬс.уас^гаЬ, Мы получаемъ такимъ образомъ шестигранникъ 
охугдф, въ которомъ пары противоположеыхъ граней пере- 
сЬкаюгся по прямымъ &с, са, пЬ, лежащимъ въ плоскости О, 
а противоположныя ребра — въ точкахъ а, Ь, с. Изъ чертежа 
ны усматриваемъ: 

ос=^х+оу, Ое-ЬО^=(оХ+01/)4-02Г=0^, 

о^=оу + 0^; ох + о/^=ох ч- {оу ■+■ ог)=^о1\ 

сл']&дователъно 

ох-^{оу-\'0г):={ох-\'0у) + 02, (13) 

что и требовалось доказать. 

Если бы векторы ох,оу,ог лежали въ одной пло- 
скости О (но пе на одной прямой), то мы всегда можемъ 
построить три вектора ох\ оу\ ог^ такъ, что они не будутъ 
лежать въ одной плоскости и векторы ох, оу, о^ будутъ 
представлять собой ихъ проэкц1и изъ точки д на плоскости (т 
(см. § 27). Тогда, по доказанному выше, 

ох' -ь {оу[ ч- О0')={оа^ -ь оу') -\-02\ (14) 

откуда, пользуясьтеоремой III §27, легко выводимъ равенство (13). 
Наконецъ, если векторы ох, оу, ог всЬ лежатъ на од- 
ной прямой а, то мы можемъ построимъ три вектора ох\ оу\ 
ог' такъ, что, во-первыхъ, они не будутъ лежать въ одной 
плоскости и, во-вторыхъ, векторы од;, оу, ог будутъ представ- 
лять собой ихъ проэкц1и изъ линш в, лежап^ей въ плоскости О. 
Тогда мы снова им'Ьемъ рапенство (14), изъ котораго, снова 
пользуясь теоремой III § 27, выводимъ (13). 

29. Разложен1е и вычитаи1е. — Задача обратная сложен1н> 
векторовъ: разложить данный векторъ ог на два сосгавляю- 
щихъ вектора ох и оу вообще говоря неопред4.1енва. Чтобы 
она сд'Ьлалась определенной, выборъ векторовъ ох и оу дол- 
женъ быть ограниченъ некоторыми услов1ями. Особенно часто 
приходится решать сл4дующ1я дв-Ь задачи. 

1. Разложить данный векторъ о^ на два, им^юпие своими 
лучами лиши ох' и оу' (который, конечно, лежатъ въ одной пло- 



— 92 — 

скости съ лучемъ о^г). Опред'бливъ точки а е Ъ пересЬченхя 
лин1й ох' и оу' съ плоскостью О, полярной съ о, проводимъ 
ЛИН1И а^2^ и Ь;8г. ПересЬчеше лин1Й а^ и оу' даегъ точку I/, 
перес'Ьчен1е Ы и огг' даетъ точку ж; векторы ох и оу я бу- 
дутъ искомые. Задача становится неопред'Ьл^нной, когда ли- 
ши ох' и оу' совпадаютъ съ о^. 

2. По даннымъ векторамъ о^^ и ож найти векторъ оу 
такъ, чтобы ох-^оу=ол!, Продолживъ ЛИН1И х^ и ох до пере- 
сЬчешя съ плоскостью О, полярной съ о, въ точкахъ Ъ я а 
соответственно, проводимъ лиши оЪ и а2\ точка ихъ пересЬ- 
чен1я у и будетъ концомъ искомаго вектора оу. {Ьакимъ обра- 
зомъ сл'Ьдуегъ видоизменить это правило въ томъ случа-Ь, 
когда векторы о^ и ох им^ютъ обаий лучъ, видно изъ сказан- 
наго въ предыдущемъ параграфе. Разсуждешями вполне ана- 
логичными съ гЬми, кото})ими мы пользовались при доказа- 
тельств* теоремы § 25, легко показать, что координаты точки у 
определяются по формуламъ 

^У^ =0^0,г,-Ор,х, +Орл, (1234) 

Операщя, посредствомъ которой мы находимъ одинъ изъ 
двухъ слагаемыхъ векторовъ по данной суммЬ и другому 
слагаемому, называется опорац1ей вычитан1я. Каждый изъ 
двухъ слагаемыхъ векторовъ называется разностью суммы и 
другого слагаемаго. Таиимъ образомъ векторъ оу, удовлетво- 
ряющ1й условзю ох + оу=^ог^ есть разность векторовъ ог и оа?; 
пишутъ оу=ог — ох. 

Если сумма двухъ векторовъ равняется нулю, то каж- 
дый изъ нихъ называется равнымъ и прямо-противоположнымъ 
другому и каждый изъ нихъ считается равнымъ другому взя- 
тому со знакомъ минусъ. Такимъ образомъ, если од;-1-ог/=0, 
то векторы ох и оу равны и противоположны и оу= — ож, 
ох=^ — оу, Пзъ правила четыреугольника видно, что два вектора 
могутъ быть равны и прямо- противоположны только въ томъ 
случае, когда они пмЬютъ общ1й лучъ. Это видно также изъ 
формулъ (6). Въ самомъ дЬле, если о2=ох^оу=^^^ то точка;? 
«овпадаетъ съ точкой о и въ формулахъ (6) мы можемъ за- 
менить координаты точки ^ координатами точки о, Сделавъ 
это, мы будемъ иметь соотношен1я 

<^о,=0/),у, -гО,.0,х,-0/)уО,, (1234) 
изъ которыхъ впдно, что точки о,а:,у лежатъ на одной прямой. 
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Задача обратная сложенхю роторовъ: разложить данвый 
роторъ 02 на два составляющихъ ротора ОХ и ОТ вообще 
говоря неопред'бленна. Чтобы она стала опред']&ленной, выборъ 
роторовъ ОХ и ОТ долженъ быть ограниченъ некоторыми 
услов1Ями. Особенно часто приходится решать сл'Ьдую1Д1я двЬ 
задачи. 

1. Разложить данный роторъ 02 на два ОХ и О У, 
им*ющ1е своими осями лиши ОХ! и ОТ (которыя, конечно, 
должны пересЬкаться въ одной и той же точк4 оси 02). 
Проведя черезъ лиши ОХ' и ОТ плоскости Ли В перпенди- 
кулярныя къО, строимъ ЛИН1И перес']&чешя А2 и В2. Лин1и 
А2 и ОТ опред-Ьдятотъ плоскость У, лин1и В2 и ОХ' — 
плоскость X; роторы ОХ и ОТ и будут!» искомые. Задача 
становится неопред'Ьленной, если линш ОХмОТ совпадаютъ 
съ осью 02. 

2. По даннымъ роторамъ 02 и ОХ найти роторъ ОТ 
такъ, чтобы 0Х+0Т=02. Прово димъ черезъ лиши ОХ и 
Х2 плоскости А и В перпендикулярныя къ О; опред'Ьляемъ 
лиши А2 и ОВ. Плоскость проведенная через> эти лин1и и 
будетъ конечной плоскостью Т искомаго ротора ОТ Какъ 
сл'Ьдуетъ видоизм'Ёнить это правило построен1я ротора ОУ въ 
томъ случа*, когда роторы 02 и ОХ им^ють общую ось, 
видно изъ сказаннаго въ предыдущемъ параграфе. Называя 
черезъ о полюсъ плоскости О, мы им'Ьемъ сл*Ьдующ1я фор- 
мулы для координатъ плоскости Т: 

ОТ, ^охОо2,-^ о^ОоХ.—ОхО^О,. (1234) 

Каждый изъ двухъ слагаемыхъ роторовъ называется раз- 
ностью суммы и другого слагаемаго, а операщя, посредствомъ 
которой находится одно изъ слагаемыхъ по данной сумм*]^ и 
другому слагаемому, — операщей вычитан1я. Такимъ образомъ 
роторъ О Г, удовлетворяющ1й услов1ю 0Х'{-0Т=02, пред- 
ставляетъ разность между 02 и ОХ] пишутъ 0Т=02 — ОХ. 

Если сумма двухъ роторовъ равняется нулю, то каждый 
изъ нихъ называется равнымъ и противоположнымъ другому 
и каждый изъ нихъ считается равнымъ другому, взятому со 
зна^омъ минусъ. Такимъ образомъ, если ОХ-+-ОГ==0, то 
роторы ОХ я ОТ равны и противоположны и 0Т= — ОХ и 
0Х= — ОТ. Равные и прямо-противоположные роторы имФютъ 
общую ось. 

Опред']&лен1я, данный нами операц1и геометрическаго вы- 
читан1я и отрицательнымъ векторамъ или роторамъ, вполн'Ь 
аналогичны съ опред'Ьленхями, которыя даются въ алгебр']^. 
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операщи алгебраичссБаго вычитав1я и отрицательнымъ числамъ. 
Всл'Ьдств1е этой аналог1и съ одной стороны, а съ другой 
всл'Ьлствте свойствъ коммутативности и ассофативности опе- 
ращи сложен1я, вс']^ законы алгебраическаго сложешя ивычи- 
тан]я будут7> применимы и кь геометрическому сложенш и 
вычитан1Ю векторовъ и роторовъ. Такъ, наприм'Ьръ, 

0Х'\-{ — оу)=ох — оуу ох — ( — оу)=^оХ'^оу^ и т. д. 

Зам'6чан1е. — Въ теор]и пучка векторовъ важное значен1е 
им^^етъ плоскостью О перпендикулярная къ общему началу о век- 
торовъ. ТТересмотр'Ьвъ доказательства теоремъ, изложенныхъ 
ъь предыдущихъ лараграфахъ. мы зам'Ьтимъ однако, что мы 
I 1 разу не пользовались гЬмъ обстоятельствомъ, что пло- 
скость О поляряа съ о, такъ что вся теор1я операщй сложен1я 
и разложен1я и проэкшй векторовъ на плоскости и на лин1и, 
проходящ1я черезъ общее начало векторовъ, нисколько не изме- 
нится, если мы плоскостью перпендикулярной къ началу о 
назовемъ совершенно произвольную плоскость О, координаты 
которой и не связаны съ координатами о ур. (3'), а лин1ямя 
и точками перпендикулярными къ точк'Ь о будемъ называть лл- 
ши и точки, лежащ1я въ плоскости О, Такимъ образомъ, когда 
мы изучаемъ операц1и сложев1я и разложен1я векторовъ, намъ 
.н']^тъ надобности пользоваться абсолютомъ, и выборъ плоскости 
О можетъ быть совершенно произволенъ. Но когда мы пере- 
ходимъ къ изучен1Ю другихъ операщй надъ векторами иа1И 
къ изсл']^дован1ю системы векторовъ^ им'Ьющихъ различное 
начало, то уже должны будемъ для оц'Ьнки относительнаго по- 
ложен1я и направлен1я векторовъ воспользоваться абсолютомъ 
и въ формулахъ, опред'бляющихъ сумму векторовъ, принимать 
во вниман1е равенства (3'). 

Тоже зам'Ьчан1е зюжно сд'^^лать и поотношонш къ тео- 
р1и пучка роторовъ. 

30. Равные векторы и роторы. — Пусть а иЬ суть точки, 
въ которыхъ лучъ вектора ху пересЬкаетъ абсолютъ. Если 
векторъ х'у' лежитъ на одном ъ луч-Ь съ векторомъ ху и если 
рядъ аЪху проэктивенъ ряду аЬх^у': 

{аЪху)7^(аЪхЧ/) 

или, что все равно, ангармоничесшя отнощешя (аЬху) и {йЪ(х^у') 
равны: 

{хаЬу)={аЪх^у'), (15) 
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то мы будемъ считать векторъ ху равнымъ вевтору а^у\ За- 
Н'Ьняя векторъ ху вевторомъ х^у\ мы будемъ говорить, что 
мы переносимъ векторъ ху вдоль его луча тавъ, что начальная 
точка его приходитъ въ положение х^ Мы можемъ такимъ 
образомъ переносить векторъ вдоль его луча, пом'Ьщая начало 
его въ какой угодно точк* луча. Положенге конца его опре- 
двлится тогда условхемъ (15). 

Разсмотримъ, какова должна быть зависимость между 
координатами х^ у, д?', у\ для того, чтобы ху^=х^у\ По пер- 
вому услов1ю равенства двухъ векторовъ точки гс' и у' должны 
лежать на одной прямой съ точками х и у\ сл'Ьдовательно 
координаты ихъ должны им^ть видъ 

х,'=кх, + иу^ , г//=Л'ж1 ч-УУг (1234) 

Чтобы раскрыть, как1я соотношешя налагаетъ на величины 
л, и, л', и', второе услов1е равенства векторовъ, выражаю- 
щееся равенствомъ (15), мы должны найти координаты то- 
чекъ а и Ь. Пусть с какая нибудь изъ точекъ а, Ь; такъ какъ 
точка с лежитъ съ одной стороны на лин1и ху^ а съ другой 
на абсолют*!, то ея координаты должны им'бть видъ 

с,=рх,^^5у,, (1234) 

причемъ р 1и /3 должны удовлетворять уравнен1Ю 

Псс)=рУ{хх)^2рт^у)^^Г(УУ)=0. 
откуда им']&емъ 

р=^/'{ху)±:У/^{ху)—/[хху{уу), 
/?= а^х). 

Одинъ изъ знаковъ передъ корнемъ будетъ соотв']&тствовать 
точк* а, другой — точк* Ь; поэтому, называя значенхя р черезъ 
а и у, мы им-Ьемъ сл-Ьдующхя координаты для точекъ а и Ь: 

а,=ах,'^^у, , Ь,=ух,'^)3у, (1234) 

а= -П^у) + }/Пщ)-Г{^^)Г{уу\ 

у= -п^у)-угш—п^туу)' 
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Им'Ья координаты точевъ а и Ь, а1ы находимъ по изв'бстной 
формул'6 аналитичесБой геометр1и 

{оЬссу)=у1а, 
а и —^вА а и ' — /2А' 

и равенство (15) обращается въсл^дущее соотношеше между 
\ а, >', у: 

Отсюда опред']&ляемъ отношеБ1е Л': и! и, принимая вовнима- 
те, что мы им'^^емъ д']&ло съ однородными координатами, мо- 
жемъ положить: 

Тавимъ образомъ мы им-Ьемх сл-Ьдующую теорему. 

Теорема. — Если начало вектора ху мы перемгьсшимъ въ 
точку (г' прямой ху: 

х,'=У.х, + иу,, (1234) 

то концомъ его будетъ служить точка 

у<=-К% + и\, (1234) 

%д1ь А';=—и/1уу) , и'='>^/[хх) + 2и/1ху). 

Пусть Щ и Ш суть плоскости, проходящ1я черезъ ось 
ротора ХТ и касательныя къ абсолюту. Если роторъ Х'У 
им^етъ общую ось съ роторонъ ХТ л если пучки ^ШХГ* и 
ЩЯВХ'У проэктивны: 

или, что все равно, ангармоничесшя отношен1я ((ЯШХУ) и 
(ЩШХ'Г) равны: 

(91аЭХГ)=(51«Х'Г), (16) 
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то роторъ ХТ мы будемъ считать равнымъ ротору ХУ: 

ХТ=Х'Т 

Зам']Бняя роторъ ХУроторомъХ'У, мы будемъ говорить, 
что мы поворачиваемъ роторъ ХТ воЕругъ его оси такъ, что 
его начальная плоскость приходить въ положенхе X'. Мы мо- 
жемъ такимъ образомъ поворачивать роторъ вокругъ его оси, 
совм^^щая начальную плоскость съ какой угодно плоскостью, 
проходящей черезъ ось; положенхе конечной плоскости при 
этомъ определяется услов1емъ (16). 

Теорема. — Если начальную плоскость ротора ХТ мы 
совмтьсшимъ съ плоскостью X, проходягцей черезъ ось ХТ: 

Х/=>^Х1Ч-,аГ,, (1234) 

т>о конечной плоскостью ею будетъ служить плоскость Т: 

Г/=Л'Х,-4-//'Г, • (1234) 

гдгь А^=2—иЖ{ ГГ), ^гг'=л^^(ХХ) + 2иР{ХТ). 

31. Полярный векторъ и роторъ. — Пусть а и Ь суть точки 
перес4чен1я луча вектора ху съ абсолютомъ, ЭД и Ш — ^пло- 
скости, проведенный черезъ ось ротора ХГ^ и касательныя къ 
абсолюту. Если лучъ ху съ осью ХТ образу ютъ взаимный 
поляры, такъ что плоскости 31 и Ш проходятъ соотв-Ьтственно 
черезъ точки а и Ь, то векторъ ху и роторъ ХУ мы будемъ 
называть взаимно полярными, когда рядъ аЪху проэктивенъ съ 
пучкомъ 9Г95ХУ: 

{аЬху)Щ^^ХТ), 

или, что все равно, ангармоническ1я отношен1я {аЬху) и (ЩШХГ) 
равны: 

(аЬху)^{^^ХТ). (17) 

Если роторъ ХТ поляренъ съ векторомъ ху, то векторъ 
(х}у^=1ху и роторъ ХТ=ХТ будутъ также взаимно-полярны, 
ибо лучъ д^у будетъ поляренъ съ осью ХТ л изъ услов1й 

(аЬху)={^36ХТ) 
{аЬху)={аЪа^у^), (а1»ХГ)=(ШВХГ) § 30 

7 
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сл'Ьдуетъ 

(аЬа;'У)=(91ШХ'Г). 

Обратно, два ротора ХУ и Х'Г', подярныхъ съ однимъ 
и т^мъ же векторомъ ху^ будутъ равны, ибо оба имЬютъ об- 
щую ось и изъ услов1й полярности съ ху: 

{^ЗдХГ)=(аЪху) , {^^ХТ)={аЪху) 

сл'Ьдуетъ 

(31®ХГ)=(31аЗХ'Г), 

услов1е ихъ равенства. ТаБже докажемъ, что два вектора, по- 
лярныхъ съ однимъ и тЪмъ же роторомъ, равны. 

Мы им'Ьемъ два весьма простыхъ способа построить ро- 
торъ полярный съ даннымъ векторомъ и векторъ полярный 
съ даннымъ роторомъ, пользуясь сл'Ьдующимъ свойствомъ 
взаимно-пол^фныхъ вектора и ротора. 

1. Если х,у суть* полюсы плоскостей Х,!", то векторъ 
ху будетъ поляренъ съ роторомъ ХГ. Въ самомъ Д'Ьл'Ь, въ 
этомъ случа* лучъ ху будетъ полярой оси ХГ, и, пользуясь 
проэктивными свойствами пучка плоскостей Э(ШХ7 и ряда 
точекъ аЪху, которыя служатъ полюсами этихъ плоскостей, 
мы будемъ им^ть равенство 

{Зи8ХТ)=(аЬху), 

изъ котораго сл'Ьдуетъ полярность вектора ху и ротора ХТ. 
При указанномъ относительномъ расположеши точекъ х^у и 
плоскостей X, Т векторъ осу и роторъ ХГ мы будемъ назы- 
вать не только полярными, но и полярно-расположенными. 

2. Если х^у суть точки пересЬчешя плоскостей Х,Г съ 
полярой оси ХГ, то векторъ ху и роторъ ХГ взаимно по- 
лярны. Ибо, во-первыхъ, лучъ ху и ось ХГ взаимно полярны, 
а во-вторыхъ пучекъ плоскостей 918ЭХГ перспективенъ съ 
рядомъ аЬху. и мы им-Ьемъ равенство (17). При указанномъ 
относительномъ расположен1и точекъ х^у и плоскостей Х,Г 
мы будемъ называть векторъ ху и роторъ ХГ не только 
полярными, но и перспективно-расположенными. 

Теорема. 

Сумма двухь роторовъ, поляр- Сумма двухь векторовъ, поляр- 

ныхъ съ двумя векторами, по- ныхъ съ двумя роторами, по- 

Аярна съ суммой данныхъ век- лярна съ суммой данныхь рота- 

торовъ. ровъ* 
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Пусть 0,^,2/5^' суть полюсы плоскостей 0,ХуТу2\ иы 
знаемъ, что векторы ох^оу.О!: будутъ полярны съ роторами 
ОХ/)Т^02 и намъ нужно доказать, что одно изъ равенствъ 

оХ'^оу=ог, ОХ+ОТ=Ог 

влечетъ за собой другое. Докахемъ л'1вую теорему: покажемъ 
что изъ второго равенства сл-Ьдуетъ первое. 

Аналитическое доказательство. — Такъ шкъ 
0Х+0Т=02/ и плоскости 0,Х,Г',2' полярны съ точками 
о^^у^г^ то полагая въ формулахъ (9), (4) и (3) для большей 
простоты множители пропорщональности б равными единигсб, 
мы им'Ьемъ сл'6дующ1я соотношен1я: 

2,=^^{0Т)^{00)Х,^'Р{0Х)'Р{00)Г^—^{0Х)^^^ (18) 

^1=/;Н, Г,=/,(|/), -г,=/;(^), о, =/1(0), (19) 

Ах,=-р,{Х), Ау,=Т,{1[), Аг,='Р,{:^\ Ло,=Р,(0). (20) 

Въ силу (19) и (20) 

Р{ОХ)=Р,(0)Х, 4- Р,{0)Х,^Р,{0)Х,^Р,{0)Х,==Х,.Л, 
Х^=Х^о, +Х^о^^Х,о, -+-Х^о^=/(од;); 

следовательно Р{ОХ) =Л^ох). 

Также докажемъ, что 

' Р{ОГ)==Лаоу), Р{Ог)=ЛЯо^), Р{00)=ЛГ{оо), 
посл'Ь чего (18) можетъ быть написано такимъ образомъ 

г, : Л'=ГШ/1оо)Х, +П.охЖоо)Г,-ПрхЖоу)0,. (1234) 
Пользуясь этими равенствами и (20), получимъ 

г, : А' =Г{оуЖоо) х, -^ПрхЖоо) у—Г{охУ{оуК (1234) 
откуда видно, что ог^=^ох-\-оу. 

Геометрическое доказательство. — Предпола- 
гая, что ох-^-оу^^о^^ докажемъ, что ог^=^ог. Припомнимъ съэтою 
ц'Ьлью, какъ строятся векторъ ог^ ироторъ 02 поправиламъ 
четыреугольника и четырегранника. Конечная плоскость 2 
ротора 02 представляетъ собой плоскость, проведенную черезъ 
лиши ЛТ я ВХу изъ которыхъ первая есть пересЬченге пло- 
€ кости Т съ плоскостью А у проходящей черезъ о и ось ОХу 
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а вторая — плоскости X съ плоскостью В, проходящей черезъ 
о и ось ОТ. Чтобы построить векторъ о^', ны опред'Ьляемъ 
точки а л Ъ пересЬченхя прямыхъ ох и т/ съ плоскостью О 
и проводинъ лиши Ьх и ау; точка ^^ находится въ перес^че- 
Н1И этихъ ЛИН1Й. Но лвгко видеть, что фигура 0ХТ2ЛВ 
будетъ представлять собой фигуру полярную по отношенш 
къ фигур* охуг^аЬ и, следовательно, точка ^' будетъ полю- 
сомъ плоскости Е. Въ самомъ д'Ьл'Ь, такъ какъ о ж х суть 
полюсы плоскостей О и X, то лучъ ох будетъ поляренъ съ 
осью ОХ, и точка а пересбчеяхя ох съ О будетъ полюсомъ 
плоскости Л^ проходящей черезъ ОХ и точку о. Также Ь 
будетъ полюсомъ плоскости В. Поэтому лин1и ау и Ъх бу- 
дутъ полярны съ ЛИН1ЯМИ АТ "Л ВХ, и точка а^ пересечен]я 
ау л Ьх будетъ полюсомъ плоскости 2^ проходящей черезъ 
АТ ж ВХ\ следовательно точка ^' должна совпасть съ точ- 
кой ^, которая также служитъ полюсомъ плоскости 2^ и 
о^=о^'=оа;-+-оу. 

Совершенно также доказывается и правая теорема. 

32. Элементарныя операц1и и эквивалентиыя системы. — 

Совокупность несколькихъ векторовъ и роторовъ называется 
системой. Система можетъ содержать или только векторы^ 

или только роторы, или, наконецъ, и векторы и роторы. 

• 

Сл^дующхя операщи надъ векторами и роторами системы 
мы будемъ называть элементарными операщями. 

1. Перенесен1е вектора вдоль его луча и поворотъ ро- 
тора вокругъ его оси. 

2. Зам'Ёна двухъ векторовъ, им^ющихъ общее начало, 
однимъ, равнымъ ихъ сумм'Ь. Частнымъ случаемъ этой опе- 
ращи будетъ исключеше изъ системы двухъ равныхъ и пря- 
мо-противоположныхъ векторовъ , ибо сумма такихъ двухъ 
векторовъ равняется нулю. 

Зам'Ёна двухъ роторовъ съ общей начальной плоскостью 
однимъ, равнымъ ихъ сумм^. Частнымъ случаемъ этой опе- 
ращи будетъ исключен1е изъ системы двухъ равныхъ и пря- 
мо-противоположныхъ роторовъ, ибо сумма такихъ двухъ рото- 
ровъ равняется нулю. 

3. Зам'^^на одного вектора его двумя составляющими. 
Не изменяя системы, мы можемъ присоединить къ ней въ 
каждой точк'6 пространства векторъ равный нулю; но такой 
векторъ можно разложить на два равныхъ и прямо-противо- 
положныхъ; поэтому частнымъ случаемъ третьей операщи 
будетъ присоединеше къ систем'Ь двухъ равныхъ и прямо- 
противополоакныхъ векторовъ. 
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Замаял одного ротора его двумя состав ляюшивш. Не 
1лгжЬяяя системы, мы можемъ всякую плоскость пространства 
разсматривать какъ дв^ совнадающ]я плоскости ротора рав- 
наго нулю; но такой роторъ можно разложить на два равныхъ 
и прямо-противоположныхъ; поэтому частнымъ случаемъ третьей 
операщи будетъ присоединен1е къ систем* двухъ равныхъ и 
прямо -противоположныхъ роторовъ. 

4. ЗшЬъв. вектора полярнымъ съ нимъ роторомъ и ро- 
тора полярнымъ съ нимъ векторомъ. Эту операц1Ю мы будемъ 
называть операц1ей поляризировашя. 

Если данную систему 5 мы можемъ, применяя посл:&до- 
вательпо одинъ или несколько разъ элементарныя операц1и, 
преобразовать въ систему 5^, то очевидно, что совершая 
обратныя элементарныя операцш, въ обратномъ порядк'Ь, 
можно систему 5^ преобразовать въ систему 6>. ДвЬ системы 
5 и 5^, которыя могутъ быть преобразованы одна въ другую 
путемъ элементарныхъ операщй, называются эквивалентными. 
Чтобы показать, что дв*]^ системы 5 и 6^^ эквивалентны, будемъ 
писать такимъ образомъ: 5^5^ 

Теорема. — Двгь системы, эквгшалентныя третьей^ экви- 
валентны между собой. 

Если системы 5 и 5^ эквивалентны систем-Ь б^^, то это 
значитъ, что систему 5 можно преобразовать въ систему 5^, 
а систему ^1 — въ систему 5, элементарными операцйми. Та- 
кимъ образомъ систему 5, переходя черезъ систему 5^, какъ 
промежуточную, можно преобразовать элементарными опера- 
щями въ /З^; следовательно ^^^д. 

Всяк1й разъ^ когда мы изсл'1дуемъ какое либо преобра- 
зоваше аналитическое или геометрическое, основной задачей 
такого изсл^довашя является разыскан1е его инвархантовъ. 
Въ предыдущихъ параграфахъ мы познакомились съ ц^лымъ 
рядомъ геометрическихъ построешй, которыя мы назвали те- 
перь элементарными операщями надъ векторами и роторами. 
Прим'Ёняя ихъ къ какой либо систем']^, мы можемъ преобра- 
зовать ее въ новыя системы, и нашей задачей должно быть 
теперь разыскан1е инвар1антовъ такого преобразован1Я. Въ 
этой глав'Ь мы займемся разыскашемъ геометрическихъ, а въ 
следующей — аналитических ъ инвар1антовъ. 

33. Комоменты и моменты относительно точки и плоско- 
сти. — Им-Ьемъ векторъ у и плоскость А. Перенеся векторь 
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вдоль его луча въ новое [10ложен1е о^ тавъ, чтобы новымъ 
начадомъ служила точка о пересЬченхя луча вектора у съ 
плоскостью А (см. чертежъ 7), мы будемъ называть проэк- 
цш оу вектора ог на плоскость А и всяшй векторъ ^=^оу 
комоментомъ вектора у относительно плоскости А, Его мы 
будемъ означать такимъ образомъ: 

Бомоментъ вектора относительно плоскости обладаетъ сле- 
дующими свойствами. 

1. Бомоменты равныхъ векторовъ отиосительно одной и 
той же плоскости равны, иначе говоря комоментъ вектора 
относительно плоскости не изм']&няется, если векторъ мы пере- 
носимъ вдоль его луча. 

2. Если лучъ вектора у=ог лежитъ въ плоскости А^ 
то ^^=оу=^ог=у: комоментъ вектора относительно плоскости, 
проходящей черезъ его лучъ, равняется самому вектору. 

3. Если векторъ у--*=0, то/5=О1/=0 только тогда, когда 
лучъ у перпбндикуляренъ къ плоскости А (§ 27). Такимъ 
образомъ комоментъ вектора относительно плоскости обра- 
щается въ нуль только въдвухъ случаяхъ: во-первыхъ, когда 
векторъ равенъ нулю, во-вторыхъ, когда лучъ вектора пер- 
пендикуляренъ къ плоскости. 

4. Лучемъ комомента вектора относительно плоскости 
служитъ ортогональная проэкщя луча вектора на плоскость. 

Им'Ъемъ векторъ у и точку а. Построивъ плоскость А^ 
полярную съ а, и перенеся векторъ у вдоль его луча въ поло- 
жеше ог такъ, чтобы новымъ началомъ была точка о пере- 
сЬчешя луча у съ плоскостью -4 (см. чертежъ 7), мы будемъ 
называть проэкцтю ох вектора о г на лишю оа комоментомъ 
вектора у относительно точки а. Бсяшй векторъ а равный ох 
мы будемъ считать также комоментомъ у относительно точ- 
ки а; но обыкновенно мы будемъ принимать за начало комо- 
мента вектора относительно точки эту самую точку. Бомо- 
ментъ вектора у относительно точки а мы будемъ означать 
такимъ образомъ: 

км^(/). 

Бомоментъ вектора относительно точки обладаетъ сл'Ь- 
дующими свойствами. 

1. Бомоменты равныхъ векторовъ относительно одной и 
той же точки равны, иначе говоря комоментъ вектора отно- 
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ситедьно точки не изм'бняется^ если векторъ ми переносимъ 
вдоль его луча. 

2. Если лучъ вектора у^=ог проходитъ черезъ точку а, 
то а^=^ох=^ог=^у\ комоментъ вектора относительно точки, на- 
ходящей ся на луч*, равняется самому вектору. 

3. Если векторъ у=«=0, то а=ож=0 только тогда, когда 
лучъ у лежитъ въ плоскости А и, следовательно, перпенди- 
куляренъ къ точк'Ь а. Такимъ образомъ комоментъ вектора 
относительно точки обращается въ нуль только въ двухъ слу- 
чаяхъ: во-первыхъ, когда векторъ равенъ нулю, во-вторыхъ, 
когда лучъ вектора пернендикуляренъ къ точк'Ь. 

4. Лучемъ комомента вектора относительно точки слу- 
житъ ортогональная проэкщя луча вектора на точку. 

Им']&емъ роторъ Г и точку а. Поверну въ роторъ вокругъ 
его оси въ новое положен1е 02 такъ, чтобы новой началь- 
ной плоскостью была плоскость О, проходящая черезъ ось 
ротора и точку а, мы будемъ называть проэкцхю ОТ ротора 
0^^ на точку а и всяюй роторъ 6 равный ОТ комоментомъ 
ротора Г относительно точки а. Его мы будемъ означать 
такимъ образомъ: 

км^Г). 

Комоментъ ротора относительно точки обладаетъ сле- 
дующими свойствами. 

1. Комоменты равныхъ роторовъ относительно одной и 
той же точки равны, иначе говоря комоментъ ротора отно- 
сительно точки не изменяется, если роторъ мы поворачиваемъ 
вокругъ оси. 

2. Комоментъ ротора относительно точки, находящейся 
на его оси, равняется самому ротору. 

3. Комоментъ ротора относительно точки равняется нулю 
только въ двухъ случаяхъ: во-первыхъ когда роторъ равенъ 
нулю, во-вторыхъ, когда ось ротора перпендикулярна къ 
точке. 

4. Осью комомента ротора относительно точки служитъ 
ортогональная проэкщя оси ротора на точку. 

Имеемъ роторъ Г и плоскость А. Построивъ а полюсъ 
плоскости А и повернувъ роторъ Г въ положен1е 01, такъ, 
чтобы начальной плоскостью была плоскость О, проходящая 
черезъ ось Г и точку а, иначе говоря плоскость, проходящая 
черезъ ось Г и перпендикулярная къ А^ мы будемъ называть 
проэкщю ОХ ротора 07^ на литю АО комоментомъ ротора Г 
относительно плоскости А. Всяюй роторъ й равный ОХ мы 
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будемъ считать также комоментомъ ротора Г относительно 
плоскости Л; но обыкновенно мы будемъ принимать за на- 
чальную плоскость комомента ротора относительно какой 
нибудь плоскости эту самую плоскость. Комоментъ рото- 
ра Г относительно плоскости А мы будемъ означать такимъ 
образомъ: 

км^(Г). 

Комоментъ ротора относительно плоскости обладаетъ 
следующими свойствами. 

1. Еомоменты равныхъ роторовъ относительно одной и 
той же плоскости равны, иначе говоря комоментъ ротора отно- 
сительно плоскости не изм-Ьняется, если роторъ мы поворачи- 
ваемъ вокругъ его оси. 

2. Комоментъ ротора относительно плоскости, проходящей 
черезъ ось, равняется самому ротору. 

3. Комоментъ ротора относительно плоскости равняется 
нулю только въ двухъ случаяхъ: во-первыхъ когда роторъ 
равенъ нулю, во-вторыхъ, когда его ось перпендикулярна къ 
плоскости. 

4. Осью комомента ротора относительно плоскости слу- 
житъ ортогональная проэкц1я оси ротора на плоскость. 

Моментомъ вектора относительно точки или плоскости 
называется комоментъ ротора полярнаго съ векторомъ отно- 
сительно той же точки или плоскости. 

Моментомъ ротора относительно точки или плоскости 
называется комоментъ вектора полярнаго съ роторомъ отно- 
сительно той же точки или плоскости. 

Моменты вектора у и ротора Г относительно точки а 
и плоскости А мы будемъ означать такимъ образомъ: 

ММ^(/), ММлС/), мм^(Г), ММл(Г). 

Мы знаемъ, что комоменты для вектора суть векторы, для 
ротора — роторы, сл'Ьдовательно моменты вектора суть роторы, 
а ротора — векторы. Такимъ образомъ комоменты вектора и 
ротора одноименны съ ними, а моменты — разноименны. 

Моменты обладаютъ слЬдующими свойствами. 

1. Моменты равныхъ векторовъ (роторовъ) относительно 
одной и той же точки или плоскости равны, иначе говоря 
моменты вектора (ротора) относительно точки или плоскости 
не изм'Ьняютгя, если векторъ (роторъ) мы переносимъ вдоль 
его луча (поворачиваемъ вокругъ его оси). 
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2. Моментъ вектора (ротора) относительно точки или 
плоскости, перпендикулярной къ лучу вектора (оси ротора), 
равняется ротору (вектору), полярному съ векторомъ (роторомъ). 

3. Моментъ вектора (ротора) относительно точки или 
плоскости равняется нулю только въ двухъ случаяхъ: во-пер- 
выхъ, когда векторъ (роторъ) равенъ нулю, во-вторыхъ, когда 
точка лежитъ на луч*]^ вектора (оси ротора), а плоскость про- 
ходитъ черезъ лучъ вектора (ось ротора). 

:{4. Свойства номояентовъ и нояеитовъ. — Намъ доста- 
точно изсл'1довать только свойства комоментовъ и моментовъ 
вектора, ибо изъ нихъ по принципу двойственности легко 
выводятся и свойства комоментовъ и моментовъ ротора. 

I. Пусть а есть подюсъ плоскости Л. Чтобы построить 
комоменты вектора у относительно точки а и плоскости А^ 
мы должны, какъ было объяснено въ предыдущемъ параграфе, 
перенести векторъ у вдоль его луча въ новое положен1е 02^ 
такъ, чтобы новымъ началомъ служила точка о пересЬчешя 
луча вектора у съ плоскостью Л. Соединивъ а съ -г и про- 
долживъ ЛИН1Ю ал: до перес^^чентя въ тоя&'Ь у съ плоскостью А^ 
мы построимъ векторъ оу — комоментъ вектора у=о^ относи- 
тельно плоскости А; векторъ /?, равный оу, будетъ также ко- 
моментомъ у относительно А. Такъ какъ точка о лежитъ 
въ плоскости А, то плоскость О, полярная съ точкой о, 
пройдетъ черезъ точку а, лишя АО (на чертеже зЪ) будетъ 
полярой ЛИН1И ао, плоскость 8&^ — перпендикулярной къ 
ао, и потому , если черезъ х назовемъ перес'Ьчен1е этой 
плоскости съ лин1ей <ю, то векторъ ох будетъ проэкцхей о^ 
на ЛИН1Ю ао, а вм'бст'Ь съ т'Ьмъ и комоментомъ вектора у 
относительно точки а; векторъ а равный ох будетъ также 
комоментомъ у относительно а, Построимъ плоскости 5,Х, Т,2 
полярныя съ точками Ь.х^у^г, Такъ какъ точки о^х^у^г^а^Ь вс4 
лежатъ въ одной плоскости, то плоскости 0,Х,Т/2уА,В вс* 
пройдутъ черезъ полюсъ этой плосяости — точку 5. Плоскости 
О^Х^А вс'Ь пройдутъ черезъ лин1Ю зЪ, ибо полюсы ихъ лежатъ 
на одной прямой оха\ на томъ же основан1и плоскости В, Т,0 
пройдутъ черезъ лин1ю за, плоскости А,Ту2 черезъ лятюзх* 
и плоскости Х.В,2 черезъ лин1ю зу'. Конечная плоскость X 
ротора ОХ проходитъ черезъ лин1ю зЪ и точку х\ въ которой 
ЛИН1Я оа, поляра .ьЬ, пересЬкается съ плоскостью 2] поэтому 
роторъ ОХ представляетъ собой проэкц1Ю 02 на лишю зЪ 
перес'6чен1я плоскостей О и Л. Но плоскость О перпендику- 
.1ярна къ плоскости Л, следовательно роторъ Я=ОХ будетъ 
комоментомъ ротора Г=02 относительно плоскости А. ДалЬе, 
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такъ какъ плоскость Упроходитъ черезъ а и лин1ю зу' пересЬче- 
Н1Я плоскостей 2яА^ то роторъ 1 будетъ проэкц1ей ротора 0^ 
на точку а, а роторъ В=ОГ'комоментомъ ротора Г=0^^ относи- 
тельно точки а. Такимъ образомъ роторы >1= ОХ и 6=0 Г, поляр- 
ные съ векторами а=ож и/3=оу, представляютъ собой комо- 
менты ротора Г=0^, полярнаго съ векторомъ /=о-гг, отно- 
сительно плоскости Л и точки а соотв'Ьтственно. Мы можемъ 
поэтому разсматривать а='ОХ и 8=01^ какъ моменты ротора 
Г =02 и вектора у=^02 относительно точки а, в,./в=оу и 
й=ОХ какъ моменты ротора Г=02 и вектора у=^ог 
относительно плоскости А. Итакъ мы доказали сл-Ьдующую 
теорему. 

Чертежъ 7. 
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Теорема I. — Комоментъ вектора [ротора) относительно 
плоскости имоментг вектора (ротора) относительно полюса 
плоскости взаимно полярны. Еомомеитъ вектора (ротюра) 
относительно т^чки и моментъ ею относительно плоскости, 
полярной съ точкой, взаимно полярны, ^ 

2. Такъ какъ роторы й и К полярны съ векторами а и /?, 
то системы 

(а,/?), (Я.у?), КЁ), (Й,е) (21) 

могутъ быть преобразованы одна въ другую операщей поля- 
ризирован]я и, значитъ, между собой эквивалентны. Припоми- 
ная правило четыреугольника, изъ чертежа мы видимъ, что 
02=^0Х'\'0у\ поэтому перенеся векторъ у въ положен1е о^, 
мы можемъ третьей элементарной операщей (§ 32) преобра- 
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зовать этотъ посл^дшй векторъ въ систему (ох^оу), которая 
въ свою очередь при помощи^ первой операц1и преобразуется 
въ систему {а.^в). Векторъ у эквивалевтенъ, следовательно, 
съ системой (а,/5), а по теоремЬ § 32, и съ каждой изъ си- 
стемъ (21). Итакъ мы доказали сл'Ьдующую теорему. 

Теорема II. — Вектора (роторъ) эквивамншет: 1) или 
комоментамъ его относительно точки и полярной съ ней 
плоскости; 2) или комомепту и моменту относительно точ- 
ки; 3) или комоменту и моменту относительно плоскости; 
4) или моментамъ относительно точки и полярной съ негХ пло- 
скости. 

3. Такъ какъ лин1и оа,оЪ,ос, лучи векторовъ а,>5,^, пере- 
с']^каютъ взаимпыя поляры аЪ и АВ, то оп^ перпендикулярны 
Бъ лин1ямъ аЬ и АВ. Лин1я ао перперндикулярна сл'Ьдова- 
тельно къ об, перпендикуляру опущенному изъ точки а на дучъ 
вектора у^ а лин1я оЪ перпендикулярна лип! и АВ (оз), про- 
веденной въ плоскости А и перпендикулярной къ лучу у. 
Такимъ образомъ лучъ (ось) комомента вектора (ротора) отно- 
сительно точки проходитъ черезъ точку, лежитъ въ одной 
плоскости съ лучемъ вектора (осью ротора) и перпендикуля- 
ренъ къ перпендикуляру опущенному изъ точки на лучъ век- 
тора (ось ротора); лучъ комомента вектора (ротора) относи- 
тельно плоскости лежитъ въ этой плоскости, пересЬкается 
съ лучемъ вектора (осью ротора) и перпендикуляренъ къ 
ЛИН1И проведенной въ плоскости и перпендикулярной къ лучу 
вектора (оси ротора). 

4. Такъ какъ лин1и ох^оу^ог поляры осей 0Х,0Т,02^ 
то векторы ах/^ау^аг^ будутъ полярны съ роторами ОХ/) 7,02^, 
которые въ свою очередь полярны съ векторами охру^ог\ сле- 
довательно (§ 31) 

а^=ох=^ах\ /3=оу=Ьу\ у^^ог=:с^\ 

и векторы ах^ и йу представляютъ собой комоменты вектора у 
относительно точки а и плоскости А. Замечая, что лишя^с'г/^ 
перес'Ькаетъ взаимный поляры о^ и ОХ и, следовательно, пер- 
пендикулярна къ 0^, мы видимъ, что комоментъ вектора отно- 
сительно точки и комоментъ ротора относительно плоскости 
можно построитъ сл^дующимъ образомъ. 

Чтобы построить комоментъ вектора у относительно 
точки а, опускаемъ изъ а перпендикуляръ (хс на лучъ у и 
переносимъ векторъ у въ положенхе сг\ такъ чтобы началомъ 
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его была подошва перпендикуляра ас. Въ точкахъ а и 2г', въ 
плоскости, проходящей черезъ а и лучъ у^ возставлаемъ пер- 
пендикуляры ах' и ;г'Л къ лвн1ямъ ас и V. Если а?' — точка 
ихъ пересЬченхя, то векторъ ах' и будетъ комоментомъ век- 
тора у='Ог относительно точки а. 

Чтобы построить комоментъ ротора Г— 0^ относительно 
плоскости А^ проводимъ въ плоскости А перпендикуляръ АВ 
къ оси Г и поворачиваемъ Г въ положенхе С2^' такъ, чтобы 
начальной плоскостью для него служила плоскость С, прохо- 
дящая черезъ АВ и ось Г. Въ плоскостяхъ Л и ^' черезъ 
точку перес4чен1я А съ осью Г проводимъ перпендикуляры 
-4Х' и 2^I) къ лин1ямъ АВ и Г. Если X' — плоскость, про- 
ходящая черезъ эти перпендикуляры, то роторъ Л У и будетъ 
комоментомъ ротора Х=^ОХ относительно плоскости А. 

5. Ось ротора В=ОГ проходптъ черезъ 5 — полюсъ пло- 
скости ао;: и, следовательно, перпендикулярна къ этой пло- 
скости; ось ротора 11=: ОХ лежитъ въ плоскости О и, сл-Ьдо- 
довательно, перпендикулярна къ точк*]^ о. Такимъ образомъ 
ось (лучъ) момента вектора (ротора) относительно точки пер- 
пендикулярна (перпендикуляренъ) къ плоскости проведенной 
черезъ точку и лучъ вектора (ось ротора), а ось (лучъ) мо- 
мента вектора (ротора) относительно плоскости перпендику- 
лярна (перпендикуляренъ) къ точк-Ь пересЬченхя луча вектора 
(оси ротора) съ плоскостью. 

6. Такъ какъ векторъ ах=^ох=^а представляетъ моментъ 
ротора Г=0^ относительно точки а, то мы видимъ, что мо- 
ментъ ротора относительно точки и моментъ вектора относи- 
тельно плоскости можно построить сл^дующимъ образомъ. 

Для построензя момента ротора Г относительно точки а 
поворачиваемъ его въ такое положен1е 02^ чтобы начальная 
плоскость его О прошла черезъ точку а. Проводимъ черезъ а 
ЛИН1Ю ао перпендикулярную къ плоскости О и определяемъ 
точку х' перес'Ьчен1я этой лин1и съ плоскостью 2\ векторъ 
а=^ах^ и будетъ моментомъ Г=02' относительно а. 

Для построен1я момента вектора у относительно пло- 
скости А переносимъ векторъ въ такое положенхе о^, чтобы на- 
чаю его о пришло въ плоскость А, Проводимъ въ пло- 
скости А ЛИН1Ю АО перпендикулярную къ точк-Ь о и строимъ 
плоскость X', проходящую черезъ эту линш и точку г\ ро- 
торъ АХ^ и будетъ моментомъ вектора у=^02 относительно 
плоскости А. 

7. Отм^тимъ н'Ькоторыя особенности, съ которыми намъ 
приходится встречаться при построен1и комоментовъ имомен- 
товъ, когда абсолютъ вырождается въ коническое сЬчеше или 
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вонусъ. Если абсолчэтъ обращается въ коническое с4чен1е 5, 
лежащее въ плоскости О (безконечно удаленная плоскость), 
то плоскости полярный съ точками, не лежащими на плоско- 
сти О, всЬ совпадаютъ съ плоскостью О, полюсомъ плоско- 
сти X служитъ полюсъ ЛИН1И ХО относительно 5, полярой 
ЛИН1И а служитъ поляра точке пересЬчешя а съ О относи- 
тельно 5. Принимая это во вниман1е, при построен1и комо- 
ментовъ и моментовъ мы не встр'Ётимъ никакихъ затрудне- 
Н1Й, если для построен1я комомента вектора относительно 
точки, момента вектора относительно плоскости и момента 
ротора относительно точки мы будемъ пользоваться данными выше * 
въ пунктахъ 4 и 6 правилами. При этихъ построен1яхъ мы 
зам'Ьтимъ слЬдующ1Я свойства комоментовъ и моментовъ. 

Лучемъ (осью) комомента вектора (ротора) а относи- 
тельно точки X служитъ проэкц1я луча (оси) а на точку х 
изъ плоскости О, т. е. лин1я соединяющая точку х съ точкой 
перес*чен1я луча (оси) а и плоскости 0\ лучи (оси) комо- 
ментовъ вектора (ротора) а относительно различныхъ точекъ 
пространства всЬ проходятъ черезъ одну и ту же точку пло- 
скости О. 

Осью (лучемъ) момента всякаго вектора (ротора) отно- 
сительно плоскости X служитъ ЛИН1Я перес^чен1я плоскостей 
X и О, ибо, какъ доказано въ пункт^Ь 5, ось (лучъ) момента 
вектора (ротора) относительно плоскости перпендикулярна 
(перпендикуляренъ) къ точк'ё перес']&чев1я луча вектора (оси 
ротора) съ этой плоскостью. 

Жомепшъ вектора относительно точки равняется нулю. 
Чтобы уб'Ёдиться въ этомъ, построимъ моментъ какого нибудь 
вектора а относительно точки I/ (см. чертежъ). Проведя черезъ 
у и лишю 8&, поляру луча а, плоскость зуЪ^ перенесемъ век- 
торъ а въ такое положен1е ох^ чтобы началомъ ему служила 
точка о перес^^чен1я луча а съ плоскостью зЪу. Роторъ озЪх 
будетъ поляренъ и перспективно расположенъ съ векто- 
ромъ оо; и моментъ вектора а=оа; относительно точки 1/ будетъ 
равняться проэкц1и ротора озЪх на точку у. Но эта проэкцхя 
равняется нулю, ибо плоскость б), полярная съ у^ проходятъ 
черезъ ось зЪ ротора озЬх (см. § 27). 

Изъ сказаннаго, по принципу двойственности, заключаемъ: 
если абсолютъ вырождается въ конусъ съ вершиной въ точк4 о- 
(безконечно удаленная точка), то лучи (оси) комоментовъ век- 
тора (ротора) относительно плоскостей всЬ лежать въ одной 
плоскости, проходящей черезъ лучъ вектора (ось ротора) и 
точку о, осью (лучемъ) момента всякаго вектора (ротора) отно- 
сительно точки X служитъ ЛИН1Я ох, моментъ ротора отно- 
сительно плоскости равняется нулю. 
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35. Третья основная теорема. — Посмотримъ, какимъ обра- 
зомъ мы можемъ вычислен1емъ оаред'Ьлить комоненты вектора 
и ротора относите.1ьно точки и плоскости. Пусть а и Л суть 
взаимно перпендикулярныя точка я плоскость^ такъ что ихъ 
координаты связаны меа^ду собой ур. 

А=Г,(а). (1234) 

Чтобы опред'Ьлить комоментъ вектора ох относительно точки а 
и плоскости Л, мы должны, какъ было объяснено въ § 33, 
перенести векторъ ох вдоль его луча такъ, чтобы началомъ 
ему служила точка о' перес'Ьчен1я ох съ плоскостью Л. Коор- 
динаты точки о' будутъ 

о/=Ло^-+-//Ж1, (1234) 

причемъ Л и и, такъ какъ точка о' лежитъ въ плоскости А^ 
будутъ удовлетворять ур, 

Л^^=аА^ ч- // Л,="лД 00) ч- и/'{ах)=0, 
откуда )^==Даа;), и= — /1[оо). 

Конецъ вектора ох тогда переместится въ точку х' 

х^^='к'о^-^и%, (1234) 

гд-Ь (теорема § 30) А'= — и/1хх)^ и^='А/^(оо) + 2и/{ох), 

Обращаясь сначала къ опред']^лен1ю комомента вектора ох 
относительно точки а, мы должны построить проэкщю век- 
тора &х^ на ЛИН1Ю а& и съ этою ц']&лыо мы должны черезъ 
точку х^ провести плоскость перпендикулярную къ ао\ Вс4 
плоскости перпендикулярныя къ а& проходятъ черезъ поляру 
дтой линш; если X есть плоскость полярная съ точкой х 

такъ что Х^=/'^{х), (1234) 

то плоскость полярная съ точкой о' очевидно будетъ им'1ть 
так1я координаты 

Перес§чен1е этой плоскости съ плоскостью А будетъ полярой 
лиши ао\ и всякая плоскость, проходящая черезъ это пере- 
с']&чеше, т.^ е, всякая плоскость, координаты которой яж'Ькугъ 
видъ 

и^=а(Щ + иХ,) -н/?^„ (1234) 
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гд'Ь а ж р произвольныя постоянныя будетъ перпендикулярна 
къ ао\ Изъ вс^хъ этихъ плоскостей ны должны выбрать ту, 
которая проходитъ черезъ гс'^ для чего величины а л ^ жи 
должны опред'блить такъ, чтобы 



X 

г 



отгуда а=— 1, /?=Доа:), 

и сл'Ьдовательно 

17, =1{оа)Х,~^{ах)0, н-/(оя;)4 . (1234) 

Точка х^^ перес']^чен1я плоскости Л съ линхей си/ и будетъ 
концомъ вектора 

оУ=км^(оя;). 

Не трудно было бы вычислить координаты точки х^\ Мы мо- 
жемъ однако изб']&жать этихъ вычнслен1й. Въ самомъ д'Ьл'Ь, 
разсматривая координаты плоскости 17^ легко вид']&ть, что 
координаты полюса г^ этой плоскости таковы 

щ =/{оа)х^ —{{ах)о^ + 1{ох)а^ . (1234) 

Но роторъ АЛ съ одной стороны поляренъ и полярно рас- 
лоложенъ съ векторомъ ащ а съ другой поляренъ и перепек- 
тивенъ съ векторомъ &х^\ ибо плоскости О в 17 прохо- 
дятъ черезъ поляру лин1и ао\ на которой лежитъ век- 
торъ о'х^\ и кром-Ь того плоскость V проходитъ черезъ х^\ 
а плоскость Л черезъ о\ Векторы аи я&х^'^ будучи полярны 
съ однимъ и т'Ьмъ же роторомъ Л11^ равны между собой (§ 31); 
такииъ образомъ 

аг^=оУ=кМд(од?), 
л мы им']^емъ сл'бдующую теорему. 

Теорема I. 

Комоментъ вектора ох отно- Комоментъ ротора ОХ относи- 

сительно точки а равняется тельно плоскости Л равняется 

вектору аи, конецъ котораго ротору АЛ, конечная плоскость 

импетъ координаты, опредтьляе- котораго илиьетъ координаты, 

мыя по формуламъ опредпляемыя по формуламь 

и, =Цоа)х, — Дая?)01 '^АЩ<^1 • ^^1 =Р{рА)Х^ —Р(ЛХ)0, + 

(1234) (22) -^Р(РХ)Л,. (1234) (22) 



112 - 



Переходимъ теперь къ вычпсленхю комомента вектора ох 
относительно плоскости Л, Лин1я ах\ соединяющая а съ х^ 
перпендикулярна къ Л и точка х^, перес']&чен1я ея съ этой 
плоскостью служить концомъ вектора &x^^=кы а{ох). Прини- 
кая во внимаше, что точка х,^ лежитъ съ одной стороны на 
ЛИН1И ах\ а съ другой въ плоскости^, мы находимъ для ея 
координатъ выражен]я 

а;^^^=(лг/'— л'я)а,— Даа)(л'о, -ь/г'д;,). (1234) (23) 

Если векторъ &х,^ мы перенесемъ вдоль его луча такъ, чтобы 
начал омъ ему служила точка 



оДт)—а,/[оа) 



(1234) 



перес'Ьчен1я лин1и ао съ плоскостью А, иначе говоря подошва 
перпендикуляра, опущеннаго изъ точки о на плоскость Л, 
то пользуясь теоремой § 30, докажемъ, что конецъ его перем'Ьс- 
тится въ точку съ такими координатами: 

/"(оа) [/[оа)x^ —Цах)о, ] —1\ооШ(ш)х^ —/{ох)а, ] . (24 ) 

Мы опускаемъ зд'бсь всЬ подробности вычислешй^ такъ какъ 
въ дальн'Ьйшемъ изложеши намъ не придется пользоваться 
формулами (23) и (24). Изъ этихъ формулъ помощью прин- 
ципа двойственности не трудно получить формулы для комо- 
мента ротора относительно точки. 

Воспользуемся теоремой I для доказ&тельства следующей 
третьей основной теоремы. 

Теорема II. (Основная теорема III). 



Комоментъ суммы двухь векто- 
ровъ относительно точки рае- 
няется суммгь комоментовъ ела- 
гаемыхъ векторовъ относительно 
той же точки. 

Моментъ суммы двухъ рото- 
роеь относительно точки рс^в- 
няется суммп» моментовъ слагае- 
мыхъроторовъ относительно той 
же точки. 



Комоментъ суммы деухъ рото- 
ровъ относительно плоскости рав- 
няется суммгь комоментоеъ ела- 
гаемыхъ ротсровъ относительно 
той же плоскости- 

Моментъ суммы деухъ векто^ 
ровъ относительно плоскости ров-- 
.няется суммп» моментовъ слагав- 
мыхъ векторовъ относительно той 
же плоскости. 



Означимъ черезъ ох.оу^ог векторы съ общимъ началомъ о, 
черезъ 0ХрТу02 — роторы съ общей начальной плоскостью О, 
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черезъ а — какую нибудь точку и черезъ А — какую нибудь пло- 
скость. Теорема заключается въ томъ, что 

кмд (о^)= кМд (оа?)-»- ш^{оу). км^(0^)=км^(ОХ)-ькм^ (ОТ), 

мм л (0^)=ММ^ (ох) 4- ММ^ {0у\ ММ^(О^) =ММ^(ОХ) + ММд(0 У) , 

если 

о:1!=ох^'оу и Ог=^ОХ^ОГ. (25) 

■ 

Предположивъ, что роторы 0ХрТ^02 полярны съ векто- 
рами ох^оу^ог^ мы им'Ьемъ 

ММл (ОЯ?)=КМ^(ОХ) 5 ММ^(0!/)=КМ^(ОГ) , мм^(о^)=км,ДО^), 

км^(ож)=мм^(ОХ), км^(оу)=мм^(ОГ), км>^)=мм^(0^). 

Припоминая кром'6 того, что одно изъ равенствъ (25) вле- 
четъ за собой другое (§ 31), мы вндимъ, что нижшя теоремы 
легко выводятся изъ верхнихъ. Съ другой стороны теоремы, 
находящ1Яся въ правой колонне, вытекаютъ изъ теоремъ л']&вой 
по принципу двойственности, такъ что изъ четырехъ теоремъ 
достаточно доказать только одну, наприм^^ръ л'1вую верхнюю. 

Итакъ пусть 0^=02; -ьоу (26) 

а«=км^(оа;), аV=к^^^,оу), аги=Ю1^{о:1!У, (27) 

мы должны доказать, что 

Изъ услов1Й (26) и (27), по формуламъ (22) и (7)^ мы 
жжкеиъ сл'Ьдующ1я соотношешя между координатами точекъ 
о,ж,у,^,а,«,!;,11;: 

^,=т)Г{оо)х,-^аох)/{оо)у,-Г{ох)/{оу)о,, (1234) (28) 
^1=Л«о)у,-Да|/)о,+Яо1/)а„ (1234) (29) 

Подставимъ во вторую часть посл'Ьдняго равенства вм'Ьсто 
^1>^2Л»^4 ^^^ выражен1я (28). Чтобы облегчить при этомъ 
внчислешя мы зам'^тимъ сл^^дующее: такъ какъ щ линейная 
и однородная функдхя отъ -гг^,^^,2г,,;г^, то очевидно, что резуль- 

8 
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татъ подстановки будетъ равняться сужжЬ результатовъ, кото- 
рые мы получимъ, подсгавдяя въ го^ отд']&льно каждый изъ 
трехъ чденовъ ^1у^2У^г^^А- Посд-Ь подстановки въ щ первыхъ 
членовъ ^1,-г'2,-2^з'^49 содержащихъ множите^[и^с^,^^^,а5з,а?4, мы по- 
лучаемъ, если примемъ во внимаше первое изъ равенствъ (29) 

/^{оо)/{оу)и^; 

подстановка вторыхъ членовъ ^1,^^,^^^^^^ содержащихъ у^^у^^Уз^У^у 
даетъ въ силу второго изъ (29) 

/{оо)/{оx)V,\ 

наконецъ , посл'^Б подстановки третьихъ членовъ ^х^г^^я^у^^. 
им'Ьемъ 

—Ао^ЖоуЖоо)а,. 
Такимъ образомъ 

Щ =Г{ооЖоу)щ '^'ПооЖохЖ—аоо)Г{ох)(оу)а, . (1234) 
Но въ силу (29) 

/{аи)=/'(аа)/\ох), /{аV)^^аа)/{оу), 
а потому 

би)х=1\ааУ{аю)и^ '^/[ааУаи)V^—/'(аи)/^аV)а^, (1234) 

гд*]^ б=/^(аа)/^{оо) множитель пропорщональности. Сравнивая 
эш соотношешя между координатами точекъ а^щю^%ю съ фор- 
мулами (7), которыми опред'&ляется сумма двухъ векторовъ, 
мы заключаемъ, что 

что и требовалось доказать. 

36. Главный веиторъ для точим и главны! роторъ для 
плосности. — Главнымъ векторомъ системы, которая въ общемъ 
случа']^ состоитъ изъ векторовъ и роторовъ, для (относительно) 
какой нибудь точки называется сумма комоментовъ векторовъ 
системы и моментовъ роторовъ системы относительно этой 
точки. Такимъ образомъ главный векторъ системы ^8>у состоя- 
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щей из-ь векторовъ а^,а^. . .. и роторовъ й^,^^, . . . ., для точке 
о равняется 

^км„(а,) + ^11м„(й^). (30) 

I к 

Главный векторъ системы для точки называется комоментомъ 
ея относительно той же точки, если система состоитъ только 
И8ъ векторовъ, и моментомъ, если она состоигь только изъ 
роторовъ. 

Главнымъ роторомъ системы, которая въ общемъ случа'6 
состоитъ изъ векторовъ и роторовъ, для (относительно) какой 
нибудь плоскости называется сумма моментовъ векторовъ си- 
стемы и комоментовъ роторовъ системы относительно этой 
плоскости. Такимъ образомъ главный роторъ системы /8> для 
плоскости О равняется 

^ммо(а,0 + ^2^кмо(Л;б). (31) 

« к 

Главный роторъ системы для плоскости называется комомен- 
томъ ея относительно той же плоскости, если система состоитъ 
только изъ роторовъ, и моментомъ , если она состоитъ 
только пзъ векторовъ. 

Если плоскость О полярна съ точкой о, то 

км^Л/), (^=1,2, . • • ), ммДЙ^), (А;=1,2, . . . ), 
соответственно полярны (§ 34) съ 

ммо(а,), (^=1,2, . . . ), кмо(й;^), (Л=1,2, . . . ). 

Въ этомъ случа*! вс']^ слагаемыя суммы (30) полярны съ 
слагаемыми суммы (31), а потому и сами суммы (теорема 
§ 31) полдрны. Такимъ образомъ главный векторъ системы 
для какой нибудь точки и главный роторъ ея для плоскости 
полярной съ точкой взаимно полярны. . 

Теорема. 

Т^сли двкь системы эквива- Если двп» системы эквива- 
лентны, 7по главные векторы ихъ лентны, то главные роторы ихъ 
для одной и той же точки для одной и той же плоскости 
равны. равны. 

Пусть мы им^емъ систему 5, состоящую ивъ векторойъ 
а,,а2, . . . и роторовъ й^^й^^ Для доказательства л-Ьвой 

8* 
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теоремы разснотримъ какъ вл1яютъ элементарныя операщи на 
главный векторъ I системы для какой нибудь точки о: 

^вм„(а..) + ^мм„(Йя.)- (30') 

I к 

Обращаясь сначала къ разсмотр']Бн1ю элементарныхъ операцхй 
надъ векторами, легко видеть, что первая элементарная опе- 
р1я ничего не изм-Ьняеть въ сумм^ (30'), ибо въ эту сумму вхо- 
дятъ комоменты векторовъ системы, акомоментъ вектора не зави- 
ситъ отъ подожешя вектора на его луч* и не изменяется съ 
перем^щешемъ вектора вдоль его луча (§ 32). Чтобы вид']^ть 
вл1ян1е второй элементарной операщи на главный векторъ 
системы, предположимъ, что въ систем*]^ есть два вектора 
а^ и а^ съ общимъ началомъ. Если векторы а, и а^ мы 
зам^нимъ однимъ векторомъ а=а^ч-а,, то въ первой сум- 
ме (30') два члена имъ соответствующхе 

кмДа1)4-км^(а2) 

заменятся однимъ км^(а). Но такъ какъ по теореме II пре- 
дыдущаго параграфа 

ш^,а)=ш^{а^ ) ч- кмДа^), 

ТО вторая элементарная операц1я изм^интъ только видъ пер- 
вой суммы, но не повл1яетъ на результатъ суммирован1я и 
на главный векторъ системы. Если, обратно, разложивъ век- 
торъ сс^ на два составляющихъ а! и а^\ заменимъ его этими 
последними, то въ первой сумме одинъ членъ км^(а^) заме- 
нится двумя кМд(а'), кМо(а"), нозначеше суммы отъ этого не 
язненится, ибо по упомянутой теореме 

™^(^1)=кмДа') ч-км^(а"). 

Заменяя, наконецъ, векторъ а^ полярнымъ съ нимъ рото- 
ромъ й^ мы должны исключить изъ первой суммы членъ 
^а^^^а^) и присоединить ко второй членъ мм^(Л). Такъ 
какъ (§ 33) 

км^(а^=ммДЙ), 

то такая замена отразится только на порядке членовъ сум- 
мы (30'), но не изменитъ самой суммы. 

Разсуждая подобнымъ же образомъ, мы покажемъ^ что 
ни одна изъ элементарныхъ операщи надъ роторами системы 
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не вл1яетъ на главный ея векторъ, ибо первая элементарная 
операщя ничего не ивм'Ьняетъ въ сумм^ (30'), вторая — сво- 
дится къ зам'бн'Ь двухъ членовъ второй суммы однимъ, рав- 
нымъ сужм^ зам']^няемыхъ, третья — ^къ зам^н^Ь одного члена 
двумя, сумжЬ Боторыхъ онъ равенъ, и, наконецъ, четвертая 
въ переносу членовъ второй суммы въ первую. 

ТаБимъ образомъ ни одна изъ элементарныхъ операц1й 
не вл1яетъ на главный вевторъ системы для точки , онъ 
остается поэтому безъ перем']&нны и посл']^ ц']&лаго ряда та- 
вихъ операц1й, воторыя данную систему ^8^ преобразуютъ въ 
эквивалентную ей систему 51- 

Совершенно также доказывается и правая теорема. 

Частные случа и. — Въ частномъ случа^Ь, когда си- 
стемы состоятъ только изъ векторовъ или только изъ рото- 
ровъ, теоремы обращаются въ сл'Ьдующ1я. 

Если дв-Ь системы векторовъ Если дв'Ь системы роторовъ 

эквивалентны, то комоменты ихъ эквивалентны, то комоменты ихъ 

относительно одной и то^^ же относительно одной и той же 

точки рлвны. плоскости равны. 

Если дв-^ системы роторовъ Если дв-к системы векторовъ 

эквивалентны, то моменты ихъ эквивалентны, то моменты ихъ 

относительно одной и той же относительно одной и той же 

точки равны. плоскости равны. 

37. Главный венторъ для плоскости и главный роторъ 
для точки. 

Лемма. 

Система вектороеь, лучи кото- Система роторовъ, оси копю" 

рыхъ лежать въ одной плоско- рыхъ проходятъ черезъ одну тон- 

сти, эквивалентна одному вполнгь ку, эквивалентна одному вполнп> 

опредгыхенному вектору, лежа- опред^ьленному ротору съ осью, 

щему вь той же плоскости. проходягцей черезъ ту же точку. 

Пусть мы им4емъ плоскую систему векторовъ а^^а^^ 

т. е. систему векторовъ, лучи которыхъ всЬ лежать въ одной 
плоскости. Всегда можно два вектора, лежащихъ въ одной 
плоскости, преобразовать въ одинъ имъ эквивалентный: стоить 
только перенести начала векторовъ въ точку пересЬчешя ихъ 
лучей, построить сумму векторовъ и заменить ихъ этой последней. 
Такимъ образомъ векторы а, и а, мы можемъ зам1}нить век- 
торомъ /9^ имъ эквивалентнымь, векторы в^ и а^ — векто- 
ромъ у5,, векторы В^ и а^ — векторомъ /?, и т. д Въ резуль- 
тат* этого рада элементарныхь операщй, соединяя посл^до- 



— 118 — 

вательно два вектора въ одинъ имъ эквивалентный, мы полу- 
чикъ одинъ векторъ, лежащгй въ плоскости системы и экви- 
валентный всей систем*]^. Итакъ всякая плоская система экви- 
валентна одному вектору. Остается доказать, что этотъ посл-Ьд- 
Н1Й не зависитъ отъ посл'Ьдователъности элементарныхъ опе- 
ращй, служащихъ для его построен1я, иначе говоря доказать, 
что векторъ р необходимо равняется вектору /?', если какъ 
тотъ такъ и другой эквивалентны одной и той же систем'Ь 
векторовъ. Въ самомъ д']&л']&, если /? и /5' эквивалентны одной 
и той же систем*!, то они эквивалентны одинъ другому и по 
теореме предыдущаго параграфа (частный случай) 

км,(/?)=км,Г/5') (32) 

гд*]^ бы ни находилась точка о. Прежде всего легко вид']&ть^ 
что это равенство не совм'бстимо съ предположешемъ, что 
одинъ изъ векторовъ >? или /5' равенъ нулю, а другой отли- 
ченъ отъ нуля. Ибо при /?'=0 и /?=«=0, взявъ точку о на 
луч* ^5, мы им-Ьемъ (§ 33) кМд(/?')=0, км^(^)=/?, что проти- 
вор']&читъ (32). Сл'Ьдовательно или оба вектора /9 и ^' равны 
нулю, и то. что мы желаемъ доказать уже доказано, или оба 
отличны отъ нуля. Въ посл'З^днемъ случае возьмемъ точку о 
на поляр* луча у5; тогда км^(/9)=0 и по равенству (32) 
кмД^')=0. Такъ какъ /9' =4=0, то изъ посл^дняго равенства 
сл4дуетъ, что лучъ /?' перпендикуляренъ ко всЬмъ точкамъ о 
поляры ^ и, значитъ, совпадаетъ съ лучемъ В. Если теперь 
возьмемъ точку о на общемъ луч'Ь векторовъ В и ^\ то 
кМо(/5)==/?, км^(/?')=/?', и равенство (32) обратится въ 

Итакъ, есть только одинъ векторъ эквивалентный данной 
плоской систем* векторовъ. Его будемъ называть суммой 
векторовъ плоской системы. 

Изъ сказаннаго по принципу двойственности сл*дуетъ, 
что существуетъ одинъ и только одинъ роторъ эквивалентный 
данной систем* роторовъ, оси которыхъ проходятъ черезъ 
одну и ту же точку. Такой роторъ мы будемъ называть сум- 
мой роторовъ данной системы. 

Пользуясь этими обобщен1ями П0НЯТ1Й суммы векторовъ 
и роторовъ, мы можемъ ввести еще два новыхъ понят1я тео- 
р1и векторовъ. 

Главнымъ роторомъ системы, которая въ общемъ стуча* 
состоитъ изъ векторовъ и роторовъ, для (относительно) какой 
нибудь точки называется сумма моментовъ векторовъ системы 
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и комоментовъ роторовъ системы относительно этой точки. 
Такимъ образомъ главный роторъ системы б», состоящей изъ 

... и роторовъ й, ,йд, . . . , для точки о рав- 



векторовъ а^,а2, 
няется 



^мм^(а,.)4-^км^(Й^). 



(33) 



Главный роторъ системы для точки называется моментомъ 
системы относительно этой точки, если система состоитъ 
только изъ векторовъ, и комоментомъ , если она состоитъ 
только И8ъ роторовъ. 

Главнымъ векторомъ системы, которая въ общемъ слу- 
чае СОСТОИТЪ изъ векторовъ и роторовъ, для (относительно) 
плоскости называется сумма комоментовъ векторовъ системы и 
моментовъ роторовъ системы относительно этой плоскости. 
Такимъ образомъ векторъ системы 5 для плоскости О рав- 
няется 

^кжо (а,) + ^ММ(5 (й;^). (34) 

Главный векторъ системы для плоскости называется комомен- 
томъ системы относительно этой плоскости , если система 
состоитъ только изъ векторовъ , и моментомъ , если она 
состоитъ только изъ роторовъ. 

Такъ какъ въ томъ случа'Ь, когда плоскость О поляряа 
съ точкой о, 

ммДаД (г=1,2,...), кмДЙ^,), (А:=1,2,...) 

полярны соотв']&тственно (§ 34) съ 

кмо(«,), (г=1,2,...), ммо.(ЙД (й;=1,2,...), 

то главный роторъ системы для какой - нибудь точки и главный 
векторъ ея для плоскости полярной съ точкой взаимно по- 
лярны. 

Теорема I. 



Комоментъ суммы двуосьвекто- 
ровь относительно плоскости рае- 
няется сумм^ь комоментовъ ела- 
гаемгахь вектороеъ относительно 
той оюе плоскости 

Моментъ суммы двухъ рото- 
ровъ относительно плоскости рае- 
няется сумм^ь моментовъ слагае- 
мыхь роторовъ относительно тоН 
же плоскости* 



Комоментъ суммы двухъ рото- 
ровъ относите^гьно точки ров- 
няется суммп» комоментовъ ела" 
гаемыхъ роторовъ относительно 
той же тючки, 

Моментъ суммы двухъ векто- 
ровъ относительно точки рав- 
няется суммуь моментовъ слагае- 
мыхъ векторовъ относительно тоге 
же точки. 
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Совершенно также, какъ и при доказательств'^ теоремы 
II § 35, мы легко уб'Ьдимся, что изъ этихъ четырехъ тео- 
ремъ достаточно доказать только одну, наприм'Ьръ лЬвую 
верхнюю. 

Пусть векторъ о^^ох-^оу] возьмемъ взаимно перпенди- 
кулярныя точку а и плоскость А^ и пусть 

1 

а,=км„(оа;), /?,=км^(о1/), /^=км„(ог), 
а,=км^(оа;), Д— км^(оу), у^=ш-А,(ог). 

Тогда, по теорем'Ь II § 35, 

1 

«м,Ху1)=кмДа^) + км^(^, ), (35) 

гд-Ь бы ни находилась точка о. Такъ какъ о2=ох-^оу и си- 
стемы («,,«2)» (А7'-2)? (/п/г) °^ теорем'Ь II § 34 эквива- 
лентны соотв'Ьтственно векторамъ ох^ оу и ог, то систему 
(/к/з) ^" можемъ элементарными операц1ями преобразовать 
въ систему (л2,«2?/^гА)» сл'Ьдовательно системы (/^Уг) и 
(а^,а2,/?1^^2) эквивалентны и по теорем'Ь § 36 мы будемъ 
им'Ьть 

КМД/!) 4- КМД/2)=^М<,(^1 ) -^ ^^оМ -^ км ^Д ) -Н КМ^(/?2). 

Вычитая изъ этого равенства почленно (35), получаемъ 

Мы знаемъ, что лучами для векторовъ а^ф^^у^ служатъ ли- 
Н1И пересЬчешя плоскости А съ плоскостями аох^ аоу, аог 
соответственно. Эти плоскости пересЬкаются по лин1и ао, и 
лучи векторовъ л^^А^/г проходятъ всЬ черезъ точку встр'Ьчи 
этой лин1и съ плоскостью А, Поэтому, если мы предполо- 
жиыъ, что точка о совпадаетъ съ этой последней точкой, то 
лучи с^'чФ^',)^ всЬ пройдутъ черезъ точку о, мы будемъ 
им-Ьть 

КМ^(Л2) = «2) км^>^2)=А: К>^о(/2) = /1. 

и равенство (36) обратится следующее: 

или км^(о^)— км.4(оа;)4-км^(о1/), 

которое и доказываетъ теорему. 
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Теорема И. 

Если двгь системы эквива- Если двгь системы эквива-^ 

лентны, то ыавные векторы ихъ лентны, то главные роторы ихъ 

для одноИ и той же плоскости для одной и той же тючки 

равныш р(мны- 

Въ справеддгавости этой теоремы мы убеждаемся, пока- 
завъ помощью предыдущей теоремы и свойствъ комоментовъ 
и моментовъ не изм'Ьняться съ перем']^щен1емъ вектора вдоль 
его луча и съ поворотомъ ротора вокругъ его оси совершенно 
также, какъ и при доказательств'^ теоремы § 36, что ни одна 
изъ элементарныхъ операц1й не в.пяетъ на главный векторъ 
системы для плоскости и главный роторъ — для точки. 

Частные случаи. — Въ частномъ случа*, когда си- 
стемы состоятъ только изъ векторовъ или только изъ рото- 
ровъ, теоремы обращаются въ сл'Ьдующ1я. 

Если дв^ системы векторонь Если двЬ системы роторовъ 

эквивалентны, то моменты ихъ эквивалентны, то моменты ихъ 

относительно одной и той же относител],но одной и той же 

точки равны. плоскости равны. 

Если дв'Ь системы ротор >»в ь Если двЬ системы векторовъ 

эквивалентны, то комоменты ихъ эквивалентны, то комоменты ихъ 

относительно одной и той же относительно одной и той же 

точки равны. плоскости равны. 

38. Приведен1е системы къ простейшему виду. 

Теорема I. — Всякая сгсстема эквталеншна: 1) или глав- 
пымъ векторамъ системы для точки и полярной съ ней пло- 
скости; 2) или главному вектору и ьгавному ротору системы 
для одной и той же точки; 3) или ьгавному вектору иг.га^- 
пому ротору системы для одной итойоюе плоскости; 4) или 
главнымъ роторамъ системы для т^чки и полярной съ ней 
плоскости. 

Такъ какъ доказательство всЬхъ случаевъ теоремы совер- 
шенно одинаково и онирается на соотвЬтствующхе случаи 
теоремы II § 34, то достаточно разсмогр'Ьть только одинъ 
изъ нихъ. 

Пусть система 5 состоитъ изъ векторовъ /, ?/2) ^ 

роторовъ Г,,Г2, — Если о какая нибудь точка и 

/:?^.г=мм ^Г^.) , е^=км^(г^), 
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то по теорем* II § 34 наша система 5 будетъ эквивалентна 
систем'Ь, состоящей изъ вевторовъ «^«2? •• • АА?-- • ^ рото- 
ровъ Я^,^^»---? ^1)^2?--- Лучи векторовъ и оси роторовъ про- 
ходятъ ВС"* черезъ точку о; следовательно вся совокупность 
векторовъ будетъ эквивалентна одному вектору, равному 

а вся совокупность роторовъ — одному ротору, равному 

I к 

Но первая сумма есть главный векторъ системы, а вторая— 
главный роторъ системы для точки о, и теорема такимъ обра- 
зомъ доказана. 

Сл'Ьдств1е. — Если два шъ слгьдующихъ четиреосъ гео- 
метрическихъ эмментовь не полярныхъ взаимно: главные 
векторы и главные роторы системы для точки и полярной съ 
ней плоскости одной системы равны соотвгьтствующимъ двумь 
элементами другогХ^ то эти деть системы эквивалентны, 

Въ самомъ д'Ьл*, пусть для точки о и полярной съ ней 
плоскости О 

а!,В\ Й',е' (37) 

суть векторы и роторы системы 5\ 

и\/?'\ Л",е", (38) 

векторы и роторы системы 5". Предположимъ, что два изъ- 
элементовъ (37), не полярныхъ взаимно, равны соотвутствую- 
щимъ двумъ эдементамъ (38), напрнм'Ьръ 

По доказанной теорем* (случай 2) система 5' эквивалентна 
систем'Ь (а',й'), а система 5" — систем* (а",й") тожественной, 
всл4дств1е нашего допущенгя, съ (а',11'): системы 5' и 5" экви- 
валентныя одной и той же систем'Ь эквивалентны между со- 
бой. Также доказывается справедливость теоремы и въ дру- 
гихъ случаяхъ. 

Ограничимъ теперь общность системъ, которыя мы раз- 
сматриваемъ, предположен1емъ, что системы состоятъ или только 
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изъ векторовъ, или только изъ роторовъ. По доказанной теорем^Ь 
всякая система векторовъ V (/р/г»--) эквивалентна двумъ 
векторамъ: 

а=^км^(/,.), 

ь 

комоменту системы относительно какой нибудь точки о, и 

/?=^КМо (/,•); 

комоменту системы относительно плоскости О полярной съ о. 
Разсмотримъ внимательн'Ёе т-Ь элементарный онерацти, помощью 
которыхъ систему У можно преобразовать въ систему (а, /?). 
Прежде всего, припоминая построен1е комоментовъ вектора 
относительно точки и полярной съ ней плоскости, мы видимъ 
(§ 34), что зам-Ьны вектора у^ его комоментами 

«*=кмД/,) , /?~кмо(/,), /=1,2,.... 

можно достигнуть первой п третьей элементарными операщями. 
Этихъ двухъ операц1й, следовательно, достаточно, чтобы дан- 
ную систему У преобразовать въ эквивалентную ей систему 
(а,,аз,..., /?15^,5...)- Замечая, дал-Ьс, что для построешя век- 
торовъ 

• • 

МЫ пользуемся только операцгой перенесен1я вектора вдоль 
его луча и операщей сложешя (§ 37), мы видимъ, что пос- 
леднюю систему въ систему (а, >5) можемъ преобразовать при- 
меняя только первую и вторую элементарныя операщи. Та- 
кимъ образомъ система векторовъ У можетъ быть преобразо- 
вана въ систему {а, /5) первыми тремя элементарными опе- 
ращями, безъ помощи операц]и поляризирован1я. Понятно, что 
помощью гЬхъ же элементарныхъ операц1й, совершая ихъ въ 
обратномъ порядке, можемъ систему (а, /?) преобразовать въ 
систему У. 

Предположимъ теперь, чго мы имеемъ систему У экви- 
валентную У. По теореме § 36 и теореме II § 37 комо- 
менты системы У относительно точки о и плоскости О будуа'ъ 
равны соответственно векторамъ а и /9, и. применяя сказанное 
относительно системы У къ системе У. мы знаемъ, что У 
преобразуется въ систему (а, /?) тремя первыми операц1ями. 
Преобразуя затемъ эту последнюю помощью техъ же опера- 
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Ц1Й въ систему У^ мы видимъ такимъ образомъ, что систему 
V можао преобразовать въ систему У^ не приб'Ьгая къ оие- 
рац]и поляризирован1я. Итакъ мы им'бемъ сл^^дующ^я дв'б 
теоремы, изъ которыхъ вторая можемъ быть доказана совер- 
шенно также какъ и первая. 

Теореыа II. — Если дшь системы векторовг (роторовг) 
эквгшаленшы, то онгь могуть быть преобразованы одна въ 
другую первыми тремя элементарными операцгями^ безъ по- 
мощи операцги поляризироватя. 

39. Моторъ. — Пользуясь изсл'Ьдовашями предыдущихъ 
параграфовь, мы можемъ теперь ввести новое, весьма важное, 
понятхе теор1и векторовъ, представляющее собой обобщеше 
понят1й „векторъ" и „ ротор ь**. 

Совокупность вектора и ротора, расположенныхъ такимъ 
образомъ, что лучъ вектора и ось ротора лежатъ въ одной 
плоскости и, следовательно, пересекаются, называется моторомъ; 
точка перес'Ьчен1я луча и оси называется точкой приведея1я, 
а плоскость, въ которой они лежатъ, плоскостью приведешя 
мотора. Векторъ и роторъ мотора называются его элементами. 
5сли роторъ равенъ нулю, то моторъ состоитъ только изъ 
одного вектора; если векторъ равенъ нулю, то моторъ состоитъ 
только изъ одного ротора; наконецъ, если векторъ и роторъ 
равны пулю, то и моторъ равенъ нулю. Такимъ образомъ век- 
торъ и роторъ продсгавляютъ собой частные случаи мотора. 

40. Равные моторы. — Два мотора считаются равными, 
если они эквивалентны: по о1ношен1ю къ моторамъ понят1я 
равенства и эквивалентности равш^значны. Два равныхъ мотора, 
которые им^ютъ различныя точки (плоскости) приведешя, мы 
можемъ считать, зшэтому, видоизм'Ьнен1ями одного и того же 
мотора, происходящими ЕСЛ'Ьдств1е перемены его точки (п-юско- 
<5ти) приведен1я. 

Изъ опред^Ьлен1л раиныхъ моторовъ сл'Ьдуетъ. 

1. Два мотора равные третьему равны (теорема § 32). 

2. Теорема Тд, д параграфа 38 показываетъ намъ, 
что всякая система эквивантна мотору, за точку (плоскость) 
приведен1я к'>тораго можно принять какую угодно точку 
(плоскость) пространства. Векторъ этого мотора равняется 
главному вектору системы для точки (плоскости) приведен1я, 
а роторъ — ротору системы для той же точки (плоскости). Мы 
У1ожеъ\ъ с.1'6довательно, мЬняя точку (плоскость) приведен1я, 
по(троить безчислениое множество моторовъ эквивалентныхъ 
данной систем!;. Но всЬ эти моторы, будучи эквива.яентны 
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одной и той же систем'Ь, эквивалентны между собой и, следо- 
вательно, равны. Такимъ образомъ данная система эквивалетна. 
одному и только одному мотору, хотя посл-Ьдихй и привимаетъ 
различный формы при перем'Ьн'Ь точки (пюскости) приведен1я. 
Такъ какъ мы им'Ьемъ возможность при И8учен1и эквивалент* 
ныхъ системъ всякую систему хактеризировать н'Ькоторымъ 
ноторомъ, то понятно, что изсл'^дован1е свойствъ мотора должно 
представлять большую важность для всей теор1и векторовъ. 

3. Всегда можно построить моторъ, который равняется 
данному и им'Ьетъ произвольную точку о (плоскость О) своей 
точкой (плоскостью) приведен1я. Въ самомъ д-Ьл*, по теорем* 
1, § 38, моторъ у у С0СТ0ЯЩ1Й изъ вектора а и ротора й, экви- 
валентенъ, а сл'Ьдовательно и равенъ, мотору, векторъ кото- 
раго равняется главному вектору системы (а, А) для точки о: 

кмДа)н-мм^(Й) 

а роторъ — главному ротору той же системы для той же точки: 

мм^(а)-+-кмДЛ). 

Этотъ моторъ очевидно им4етъ точкой приведен1я точку о. 
По теорем']^ же 1, § 38 моторъ у эквивалентенъ и равенъ 
мотору, векторъ котораго равняется главному вектору системы 
(а, А) для плоскости О 

кмо(а)-+-ммо(Л), 
а роторъ — главному ротору той же системы для той же плоскости 

ммо(а)-ькмо(й), 

Этотъ роторъ им4етъ, очевидно, плоскость О своей плос- 
костью приведен1я. 

Въ частномъ случае, если А=0 и моторъ у для неко- 
торой точки или плоскости приведешя состоитъ изъ одного 
вектора а, то для точки (плоскости) приведешя о (О) векторъ 
мотора у будетъ равняться комоменту а относительно точки о 
(плоскости О), а роторъ — моменту а относительно той же 
точки (плоскости). 

Если а=0 и моторъ у для некоторой точки или плос- 
кости приведешя состоитъ изъ одного ротора й, то для точки 
(плоскости) приведен1я о (О) векторъ мотора у будетъ рав- 
няться моменту А относительно точки о (плоскости О), а ро- 
торъ — ^комоменту й относительно той же точки (плоскости). 



— 126 — 

4. Если моторы )\ («1,^1) и /« («25^2) равны, то си- 
стемы (а^^й^) и («гг^г) эквивалентны, и, означая черезъ о 
какую нибудь точку, черезъ О какую нибудь плоскость, по 
теоремамъ § 36 и II § 37 мы им-Ьемъ: 

ш^,а, ) + мм^(Л ^ = ш^,а,) + ммДЛ,), 

ммДа, ) -ь км^(Й, ) = мм>2) + км^(11з), 

кмо(а^) -+-ммо(Й1)=кмо(а2) + мно(Й2), (39) 

ммоС»! ) + кмо(Й1 )=ммо(а5) -н кмо(Й2), 

гд']& бы ни находились точка о и плоскость О*. Если моторы 
^^ и у.^ им-Ьготъ общую точку приведешя, и съ нею мы со- 
вм'Ьстимъ точку о, то (§ 33) 

кМо(а1)=а1, ш^,й,)=й^, ммДа1)=мм^(й,)=0, 
км^(а,)=а„ ш^{1\)=й^, ммДа2)=мм^(Л2)=0, 

и первыя два равенства (39) обратятся въ сл-Ьдующхя 

«1=^2, й^ = й^. (40) 

Въ эти же равенства обратятся и посл'Ьднхя два (39), если, 
предположивъ, что моторы у^ и у^ им'Ьютъ общую плоскость 
приведен1я, мы примемъ ее за плоскость О. Такъ какъ, 
обратно, равенства (40) влекутъ за собой равенство моторовъ 
у^ и у2, то изъ сказаннаго мы заключаемъ, что для равен- 
ства двухъ моторовъ необходимо и достаточно, чтобы для 
одной и той же точки (плоскости) приведен1я векторъ перваго 
былъ равенъ вектору второго и роторъ перваго — ротору 
второго. 

41. Ось мотора. — Предположимъ, что для даннаго мо- 
тора можно найти такую точку приведешя, что лучъ вектора 
и ось ротора лежатъ на одной и той же прямой г, проходя- 
Щ1Й черезъ эту точку. Очевидно, что въ такомъ случае нашъ 
моторъ не изм'Ьнится, если мы будемъ переносить его векторъ 
вдоль ЛИН1И г и поворачивать его роторъ вокругъ этой лиши; 
следовательно лучъ вектора и ось ротора нашего мотора 
всегда будетъ совпадааъ съ лишей г, какую бы точку этой 
ЛИН1И и какую бы плоскость, черезъ нее проходящую, мы ни 
приняли бы за точку или плоскость приведешя. Лишю ^, 
обладающую такимъ свойствомъ по отношен1Ю къ данному 
мотору, мы будемъ называть лучемъ или осью мотора. 
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Оставляя пока ьъ стороне вопросъ о томъ, для всяЕаго 
ли мотора существуетъ ось, мы зам4тимъ зд^сь только сле- 
дующее. Если прямая е служить осью мотора, то поляра ли- 
Н1И г будетъ также осью мотора. Вт> самомъ Д'&л']^, векторъ 
а И роторъ й нашего мотора, которые лежатъ на лнн1и г, 
когда точку приведензя возьмемъ на этой прямой^ эквива- 
лентны полярнымъ съ ними ротору Б и вектору /?, осью и 
лучемъ для которыхъ служить поляра б' лиши е. Сл'Ьдова- 
тельно, если для даннаго мотора возьмемъ точку приведен1я 
на е\ его элементами будутъ служить >^ и Б^ лучъ вектора 
и ось ротора совпадутъ съ лин1ей е\ и значить эта лишя 
служить осью нашего мотора. Итакъ мы имЪемъ такую 
теорему. 

Теорема. — Если моторъ имгьетъ ось, то онъ имтьетъ 
еще и другую ось полярную съ первой. 

42. Проакфя мотора на )1ин1ю. 

Лемма. 

Проэкцгя вектора мотора, век- Проэктя ротора мотора, ро- 
тора, построеннаго для какой то})а, построеннаго для какой 
нибудь точки ириведснгл о, лежа- нибудь плоскости приведенгя О, 
гцей на прямой с, на лингю е не проходягцей черезь прямую г, на 
завысить отг положенгя точки лингю в не завысить оть поло- 
о. женгя и.юскости О* 

Пусть а — векторъ, й — роторъ мотора у для какой ни- 
будь точки приведен1я о, находящейся на лин1И е^/З — векторъ, 
•Б — роторъ того же мотора для какой нибудь плоскости при- 
веден1я О, проходящей черезь лин1ю г. Векторъ а^ того же 
мотора у для точки приведен1я а опред'Ьлится равенствомь 

а1=км^(а)+мм^(Й), 

изъ котораго, предполагая, что точка а находится на лин1и г 
и проэктируя векторы а^, км^(а). мм^(й) на эту лишю, мы 
получаемь по теорем* 111 § 27: 

пр.Л! =пр.км^(а) н- пр.мМд(й). (41) 

Лучъ мм^(й), будучи перп^ндикулярень кь плоскости, прове- 
денной черезь а и ось ротора ^, перпендикуляренъ и къ ли- 
ши г, такъ какь эта посл'Ьдняя проходить черезь точки 
а и о и пересЗЬкается съ осью й. Поэтому 

пр.ммд(й)=0. 
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и равенство (41) можетъ быть написано проще 

пр.а^=пр.км^(а). 

Разложимъ а на два вектора а' и а'' по лин1и г и лин1И еъ 
ней перпендиБулярной; тогда 

кМд(а)=вМд(а')4-кМд(а"), (теорема П § 35) 

пр.км^(а)=пр.кМд(а')н-пр.кМд(а"), (теорема III § 27) 
и сл'Ёдовательно 

пр.а^ =пр.км^(а') н- пр.км^(а"). 

По построен1ю лучъ а!^ перпёндивуляренъ въ линш г, и мы 
можемъ эту посл'Ёдйюю разсматривать вавъ перпендивуляръ, 
опущенный изъ а на лучъ а''; поэтому лучъ вМд(а") будетъ 
перпёндивуляренъ къ е (§ 34з), 

пр.вмд(а")=0, 

и последнее равенство, упрощаясь еще разъ, принимаетъ 
видъ: 

пр.а^ =пр.вм^(а'). 

Тавъ вавъ вевторъ а! лежитъ на лиши г, то 

вм^а')=а', (§ 33), пр.вм^(а')=пр.а'=а', 
и наше равенство можетъ быть написано тавимъ образомъ 

пр.а1=а'. 
Но лучи а! и а'' взаимно перпендивулярны, поэтому (§ 27) 

а'=пр.а 
и пр.а^=пр.а. 

Тавъ вавъ а и а, суть вевторы мотора у для точевъ а ш о, 
положеше воторыхъ на лин1и г совершенно произвольно, то 
это равенство и довазываетъ справедливость л'Ьвой леммы. 
Совершенно тавже можетъ быть довазана и правая лемма, 
соответствующая л^вой по принципу двойственности. 

Опираясь на предыдущую лемму, мы введемъ теперь 
весьма важное поняпе о про9вц1и мотора на линш. 
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Геометрической проэкцхей или просто проэвщей мотора у 
на ЛИН1Ю г называется моторъ, векторъ котораго равняется 
проэБщи на лишю г вектора у^ построеннаго для какой 
нибудь точки прцведен1я, лежащей на лин1и (, а роторъ — 
проэкщи на линш г ротора у^ построеннаго для какой нибудь 
плоскости приведен1я, проходящей черезъ лишю г. Проэкщю 
мотора у мы будемъ означать такимъ образомъ 

прв(/). 

Изъ доказанной леммы сл']&дуетъ, что проэкщя даннаго мо- 
тора на данную лин1Ю г не зависитъ отъ положен1Я той вспо- 
могательной точки лиши г и той вспомогательной плоскости, 
проходящей черезъ лишю г, которыя мы принимаемъ соответ- 
ственно за точку и плоскость приведешя, когда строимъ про- 
экщю мотора на лишю г. Продкщя даннаго мотора на дан- 
ную ЛИН1Ю зависитъ только отъ мотора и положешя лин]и. 
Очевидно, что осью пре(/) служить лин1я г. 

Конечно, опред']&лен1е проэкц1и мотора применимо и къ 
вектору и къ ротору, которые могутъ быть разсматриваемы 
какъ частные случаи мотора, и нетрудно вид'Ьть, что оно не 
противор']&читъ ран^е данному въ § 27 опред^^лешю про8кц1и, 
но заключаетъ въ себ']^ последнее какъ частный случай, когда 
начало проэктируемаго вектора находится на лин1и про8кц1й, 
а начальная плоскость проэктируемаго ротора проходитъ че- 
резъ эту последнюю. Действительно, пусть у есть векторъ, 
имеющ1й начало на лиши е, и пусть у его проэкц1Я на г, 
построенная такъ, какъ было объяснено въ § 27. Чтобы по- 
строить проэкц1ю у на ДИН1Ю ^ согласно съ новымъ опред^- 
ленхемъ, мы должны, разсматривая векторъ у какъ моторъ, 
построить его векторъ а для какой нибудь точки приведен1Я 
о ЛИН1И г и его роторъ для какой нибудь плоскости О, про- 
ходящей черезъ г, 

а=}кы^(у), В=ммо(/) (§40,) 

Проще всего за точку о принять начало у и за плоскость 
О— плоскость, проходящую черезъ г и лучъ у; тогда 

а=у, 6=0. 

Зат^мъ мы должны спроэктировать а и 6 по правиламъ § 27 
на ЛИН1Ю е\ въ силу перваго равенства проэБЦ1я а будетъ 
равняться у' у въ силу второго проэкщя 6 — ^нулю. Итакъ про- 
ЭКЦ1Я вектора у на лин1Ю г представляетъ собой моторъ, 

9 
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векторъ котораго равенъ у\ а роторъ равенъ нулю, и следо- 
вательно тожественна съ проэвщей у построенной согласно 
съ опред^лешемъ § 27. Также поважемъ, что новое опред'Ь- 
лете проэкцхи ротора на линш представляетъ со(^ой обобще- 
Н1е опред'Ьлешя § 27. 

Пользуясь обобщенннмъ понят1емъ проэкщи, мнин^ежъ 
такую теорему. 

Теорема. — Проакиги на лиигю е вектороеъ {роторовъ) 
мотора^ построенныхъ для какой иибудъ точки о линги е и 
для какой нибудь плоскости О, проходящей череаъ лингю е, 
равны между собой и не зависятъ отъ положенгя т^чки о 
и плоскости О. 

Въ самомъ д']&л'1, сохраняя прежшя обо8начен1я и при- 
поминая, что а ж й суть элементы мотора у для точки 
о, а /? и Ё — для плоскости О, по параграфу 40, им'Ьемъ 
так1я соотношен1я: 

а=км^05)-ьмм^(В), 
В=ммо(а) + кмо(й), 

изъ которыхъ, проектируя на линш е входящ1е въ нихъ 
векторы и роторы по правиламъ § 27, получаемъ: 

пр.а=пр.км^(/?) -ь пр.ммДК), 
пр.В=пр.ммо(а) н- пр.ммо(Л). (42) 

Плоскость О проходить черезъ ось ротора К и черезъ точку 
о; поэтому лучъ мм^(6) перпендикуляренъ къ плоскости О и 
лиши г на ней лежащей (§ 34^, пр.ммД6)=0, и 

пр.а=пр.км^(/(?). 

Будемъ теперь разсматривать векторъ /? какъ моторъ и по- 
строимъ его проэкщю на лишю г. Съ этою ц']&лью мы должны 
сначала построить векторъ мотора ^3 для точки приведенхя о 

км^/?) 
и роторъ мотора /? для плоскости приведен1я О 

ММо(/?) 

и зат']&мъ построить ихъ проэкц1и по правиламъ § 27 на ли- 
шю г: 

пр.км^С^), пр.ммоО^?). 
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Ноторъ, С0СТ0ЯЩ1Й изъ этихъ элементовъ, и будетъ проэкщей 
^3 на ЛИН1Ю г. Но роторъ этого мотора 

пр.ммо(/5) 

равняется нулю, ибо /3 лежитъ въ плоскости О, и ммо(/!?)=0; 
сл']&довательно 

пр./?=пр.кМо(/5) 

и пр.а=пр,Д 

Также изъ второго равенства (42) выведемъ 

пр.й=пр.Ё. 

Итакъ мы доказали, что проэкцхи на лин1ю г элементовъ мо- 
тора у для точки приведен1я о равны проэкц1ямъ на ту же 
лишю соотвЬтствующихъ элементовъ мотора у для плоскости 
приведен1я О. Изъ этихъ равенствъ сл']&дуегъ уже само собой, 
что проэкщи, о которыхъ идетъ р-Ьчъ, не зависятъ отъ поло- 
жен1я точки о и плоскости О: он'Ь не зависятъ отъ положе- 
Я1Я плоскости о потому, что а и й суть элементы приведе- 
Н1Я для точки о и нич'Ьмъ не связаны съ плоскостью О; он']^ 
не зависятъ отъ положешя точки о потому, что /? и Б суть 
4»лементы мотора для плоскости О и нич'Ьмъ не связаны съ 
точкой о. 

Сл'Ьдствхе. — Изъ этой теоремы сл-Ьдуетъ, что какъ век- 
торъ такъ и роторъ проэкщи мотора на лишю ^ мы можемъ 
построить двумя способами. 

1. Построивъ векторъ и роторъ даннаго мотора для ка- 
кой нибудь точки приведен1я,лежа1цей на лин1и г, находимъ 
зат^мъ ихъ проэкц1и на лин1ю г. Проэкщя вектора будетъ 
векторомъ проэкц1и, проэкщя ротора — роторомъ проэкц1И. 

2. Построивъ векторъ и роторъ даннаго мотора для ка- 
кой нибудь плоскости приведен1я, проходящей черезъ лишю е^ 
находимъ заг&мъ ихъ проэкц1и на лин1Ю г. Проэкщя векто- 
ра будетъ векторомъ проэкц1и, проэкщя ротора — роторомъ 

ПрОЭНЦ1И. 

43. Коиоиеиты и моменты относительно лин1и. — Мы ви- 
дели въ § 40з, ЧТО въ томъ частномъ случае, когда моторъ 
состоитъ изъ одного вектора (ротора) а, его элементами для 
точки приведен1я о служатъ: 

кмДа), ммДа), 

9* 
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а для плоскости приведенхя О: 

кмо(а), ммо(а). 

Поэтому въ упомяну тыхъ частныхъ случаяхъ теорема преды- 
дущаго параграфа обращается въ сл^дующ1я. 

1. Проэкцш на лингю е моментовъ вектора {ротора) 
относительно какой нибудь точки о линги е и какой нибудь 
плоскости О, проходящей черезъ лингю г, равны между собой 
и не зависятъ отъ положенья точки о и плоскости О. 

Каждую изъ этихъ проэвц1й мы будемъ называть геоме- 
трическимъ моментомъ или просто моментомъ вектора (рото- 
ра) относительно лин1и ^. Моментъ вектора (ротора) а отно- 
сительно ЛИН1И г мы будемъ означать такимъ образомъ 

ММб(^). 

Если лучъ вектора (ось ротора) а лежитъ въ одной пло- 
скости съ лин1ей г, то ось (лучъ) мм^(а) будетъ перпенди- 
кулярна къ лиши г и ммв(а)=0. Обратно, если мм8(а)=0у 
но а=1=0, то ось (лучъ) мм^(а) перпендикулярна къ лин1И г, 
а такъ какъ ось мм^(а) кром*]^ того перпендикульрна и къ 
плоскости проведенной черезъ о и лучъ (ось) а, то лин1и 
а и г лежатъ въ одной плоскости. Итакъ для того, чтоб» 
моментъ вектора (ротора), отличнаго отъ нуля, относительно 
ЛИН1И г былъ равенъ нулю, необходимо и достаточно, чтобы 
лучъ (ось) а лежалъ въ одной плоскости съ г. 

Моментомъ системы вевторовъ (роторовъ) относительна 
лиши называется сумма моментовъ вс^хъ векторовъ (роторовъ) 
системы относительно этой лин1и. Если дв*]^ системы векторовъ 
(роторовъ) эквивалентны, то моменты ихъ относительно одной 
и той же лйн1и равны. Это сл1}дуетъ изъ теоремъ §§ 36^ 37 в 
III § 27. 

2. Дроэкцги на лингю е комоментовъ вектора (ротора) 
относительно какой нибудь точки о линги е и какой нибудь 
плоскости О, проходящей черезъ лингю г, равны между со- 
бой и не завгюятъ отъ полооюенгя тоники о и плоскости О. 

Каждую изъ этихъ проэкц1й мы будемъ называть гео- 
метрическимъ комоментомъ или просто комоментомъ вектора 
(ротора) относительно лин1и е. Комоментъ вектора (ротора) а 
относительно лин1и е мы будемъ означать такимъ образомъ- 

км в (а). 
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Если Г роторъ (векторъ) полярный съ векторомъ (рото- 
ромъ) у^ то 

я следовательно 

прб Ем^(/)=пре ммДГ), пра ммДу)=прб кмДГ); 
иначе: кмв(/)=мм8(Г), ммв(у)=кМб(Г), 

т. е. Бомоиентъ вектора (ротора) относительно лишн рав- 
няется моменту полярнаго ротора (вектора) относительно той 
же ЛИН1И. Поэтому, принимая во вниман1е, что лучъ (ось) 
у и ось (лучъ) г взаимно полярны, изъ сказаннаго выше 
видимъ, что комоментъ вектора (ротора) отличнаго отънуля 
относительно линш г обращается въ нуль только тогда, когда 
лучъ вектора (ось ротора) лежитъ въ одной плоскости съ 
полярой г. 

Еомоментомъ системы векторовъ (роторовъ) относительно 
лиши называется сумма комоментовъ всЪхъ векторовъ систе- 
мы относительно этой лин1И. Если дв! системы векторовъ 
(роторовъ) эквивалентны, то комоменты ихъ относительно 
одной и той же лин1а равны. Это сл'Ьдуетъ изъ теоремъ 
:§§ 36, 37 и III § 27. 

Проэкц1Я вектора (ротора) а им']Ьетъ таше элементы 

пр.км^(а), пр»ммДа). 

Такъ какъ первый есть км» (а), а второй ммб(а), то мы мо- 
жемъ теперь сказать, что проэкцхя вектора (ротора) на ли- 
Я1Ю г есть моторъ, векторъ (роторъ) котораго равняется ко- 
моменту вектора (ротора), а роторъ (векторъ) — моменту век* 
тора (ротора) относительно ^. 

44. Сумма моторовъ. — Суммой двухъ моторовъ у^ и у^ 
называется моторъ у эквивалентный совокупности моторовъ 
у^ и ^2- Чтобы показать, что у есть сумма моторовъ у^'лу^ 
оишутъ 

Изъ этого опред']^лен1я суммы сл^дуетъ. 

1. Сложен1е моторовъ коммутативно, ибо моторы 

юба эквивалентны одной н той же совокупности моторовъ и 
'СЛ'Ьдовательно равны. 
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2. Сложея1е моторовъ ассощагивно, ибо моторн 

I 

оба эквивалентны одной и той же совокупности моторовъ и 
сл'Ьдовательно равны. 

3. Моторъ у{и,й) ножно разсматривать какъ сумму 
вектора а и ротора й: 

4. Моторъ эквивалентный данной систем-^ представ- 
ляетъ собой сумму векторовъ и роторовъ системы. Ибо каж- 
дый векторъ и каждый роторъ системы можно разсматривать 
какъ моторъ, и суммой ихъ будетъ моторъ эквивалентный 
совокупности всЁхъ векторовъ и роторовъ. 

5. Для того, чтобы ^^,в^ системы моторовъ 5 и 5' были 
эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы сумма мото- 
ровъ первой системы равнялась сумм']^ моторовъ второй. Ибо, 
если эти суммы равны, то об^ системы эквивалентны одному 
и тому же мотору и следовательно эквивалентны между собой; 
обратно, когда системы эквивалентны, то он*]^ эквивалентны 
одному и тому же мотору и сл'Ёдовате^ьно суммы ихъ равны. 

6. Сумма двухъ моторовъ у^{а^^й^) и /,(0^,^^) рав- 
няется мотору у, у котораго элементами для точки при- 
ведешя о служатъ (§ 4О2): 

векторъ, а=км^(а, ) -ь ш^{а^) + мм^(й, ) + мм^Л^)» (*3) 

роторъ, а=^ж^(а^) +ммДа2) +км^(Л^ +кмД]Я2), 

а для плоскости приведешя О (§ 40,) 

векторъ, ^=кио{с1^) -ь кмо(а,) + ммо(й^ ) + ммо(й,), (44)^ 

роторъ, Ё=ммо(ог^) ч-ммо(а,) +кмо(Й^) +кмо(й,). 

Ибо моторъ у эквивалентенъ систем* (а^ ,а„Й1 ,11,), а эта 
посл'1дняя эквивалентна (теорема I § 38) мотору у съ элемен- 
тами (43) для точки приведен1я о и съ элементами (44) для 
плоскости приведен1я О. 

Если моторы у^ и у^ им^ютъ общую точку приведешЯу 
то совм^стивъ съ нею точку о, мы им'Ьемъ 

^^о(<^)=^1У ^о(^1)=^11 мм^(а1)=мм^(ЙО=0, 
кмДа,)=а„ кмДЛ,)=11„ мм^а,)=ммДЛ,)=0, 
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и элементы мотора у для точки приведен1я общей съ у^ и у^ 
принимаютъ вядъ 

Если моторы у^ и у^ им'Ьютъ общую плоскость приведешя, 
и мы примемъ ее за плоскость 0^ то равенства (44) обра- 
щаются въ так1я 

Такимъ образомъ, если складываемые моторы им'Ьютъ общую 
точку (плоскость) приведен1я, то векторъ суммы равняется 
сумм^ векторовъ и роторъ суммы — сумм*! роторовъ слагае- 
мыхъ моторовъ. 

Теорема. — Цроэцгя суммы равияетсн суммгь проэкцгй. 

Эта теорема доказывается помощью теоремы III §27 и пред- 
ставляетъ ея обобщен1е. Пусть ос^ тл а^ суть векторы мото- 
ровъ у^ и у^ для точки приведен1я о лин1и е и 6^,6^ рото- 
ры у^ и у^ для плоскости приведен1я О, проходящей черезъ г. 
Означивъ черезъ а векторъ суммы у=у^-^у^ для точки 
приведен1я о и черезъ 6 роторъ той же суммы у для пло- 
скости приведен1я О, по доказанному выше им'Ьемъ: 

Отсюда, проэктируя векторы ща^^а^ и роторы 6,6^,6, на 
лишю г, по теореме III § 27 получаемы 

пр.а=пр.а1 ч-пр.а,, пр.В=пр.В1 +пр.6з. 

Такъ какъ лин1Я е служитъ общимъ лучомъ для векторовъ 
пр.а^пр.о^^пр.а^, и общею осью для роторовъ пр.Б,пр.Б^9пр.6зу 
то изъ этихъ равенствъ сл'бдуетъ, что моторъ съ элементами 

пр.а, пр.Б 
есть сумма моторовъ съ элементами 

1 

пр.а^ ^пр.б^ ; пр.а^^пр.Б^. 

Но первый представляетъ собой проэкцш мотора /^=/1+/1> 
а посл']&дн1е два проэкщи моторовъ у^ и у^ на лин1Ю е, 
следовательно проэкщя суммы равняется сумм^ проэкцхи^ 
что и требовалось доказать. 
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Сл'Ьдств1е. — ^Мы вид^ди, что моторъ у(сс,й) можно раз- 
сматривать какъ сумму его вектора а и ротора й. Поэтому 
изъ доказанной теоремы с^[%дуетъ 

прв у =пр» а н- щ)в й. (45) 

Но пр8(а) и прв(Я) им'Ьютъ соответственно такхе элементы 

кмв(а), ммв(а); ииш(й), ки%(й). 

Такъ какъ лин]я е служитъ лучомъ для векторовъ кмв(а) и 
мм1(Л), и осью для роторовъ ммв(а), кмв(Л), то векторъ 
суммы (45) будетъ равняться: 

кмв (а) + ммв (й) 
а роторъ той же суммы 

мм«(а) + кмв(Л). 

Итакъ проэкщя мотора на лишю в есть моторъ, векторъ 
вотораго равняется комоменту вектора сложеннону съ момен- 
томъ ротора мотора относительно е, а роторъ — комоменту 
ротора сложенному съ моментомъ вектора относительно той 
же линш. 
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45.. Классы N типы пространствъ. — Предполагая, что 
абсолютъ не вырождается въ дв'Ь плоскости или въ жв^ точки, 
мы всегда можемъ надлежащимъ выборонъ координатнаго 
тетраэдра привести его ур. къ виду: въ точечныхъ коорди- 
натахъ 

й,*(ж/-+-а?а*+ггз') + &,*а;,'=0 (1) 

и въ плоскостныхъ координатахъ 

к,\Х,'+Х,'+Х,')-^к,'Х,'=0. (2) 

Преобразовавъ такимъ образонъ ур. абсолюта, мы будемъ 
называть, сл'Ьдуя терминолог1и нов'Ьйшихъ геометровъ, отно- 
шеше 

у^'=К'/К' (0) 

кривизной пространства. 

Вс^ пространства мы можемъ разделить на три класса. 
Къ первому мы относимъ пространства съ кривизной равной 
нулю, ко второму — пространства безконечно - большой кри- 
визны и, наконецъ, къ третьему — всЪ остальныя простран- 
ства. Абсолютъ вырождается въ коническое сЬчете 

Х,»ч.Х/-ьХ,>=0, (3) 

лежащее въ плоскости х^=^0, называемой безконечно-удален- 
ной плоскостью, когда кривизна равняется нулю, и — въ 
конусъ 

а?1"н-а?а'-ьа?,*=0 (4) 

съ вершиной въ точк^ ^4^=^) называемой безконечно-удален- 
иой точкой, Аогда кривизна равняется безконечности. Такъ 
какъ преобразоваше 
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обращаетъ (4) въ (3), то пространство безконечно - большое 
кривизны Борреляц1ей иожетъ быть преобразовано въ про- 
странство съ вривизной равной нулю, и всЬ его свойства 
легко могутъ быть выведены изъ свойствъ этого посл^дняго 
помощью принципа двойственности. Если же кривизна про- 
странства не равняется ни нулю, ни безконечности, то абсо- 
лютъ представляетъ собой поверхность второго порядка, ко- 
торая не вырождается ни въ конусъ, ни въ кривую литю. 
Въ т-Ьхъ случаяхъ, когда коэффицхенты въ ур. абсолюта 

/'{хх)=0 (см. § 22) 

д'Ёйствительны, мы можемъ различать столько же типовъ 
пространствъ сколько типовъ поверхностей второго порядка 
различаетъ въ своей классификащи проэктивная геомет- 
р1я. Зам'Ьтимъ мимоходомъ, что классификащи проэктивнойи 
метрической геометр1й н'Ьсколько различны, ибо въ первой 
мы обращаемъ наше вниманхе только на свойства самой по- 
верхности (действительны или мнимы ея точки, действитель- 
ны или мнимы ея прямолинейныя производящхя), тогда какъ 
во второй сверхъ того еще и на отношешя поверхности къ 
выбранному нами абсолюту (наприм'Ьръ къ безконечно- удален- 
ной плоскости, если д^ло идетъ о классификащи поверхно- 
стей въ Эвклидовомъ пространстве). Эта последняя класси- 
фикац1я съ точки зрен1я проэктивной геометр1и должна быть 
разсматриваема какъ классификац1Я не отд^льныхъ поверхно- 
стей второго порядка, а системъ, состоящихъ изъ двухъ та- 
кихъ поверхностей: данной и абсолюта. Мы не будемъ пере- 
числять вс^хъ типовъ и обратимъ вниман1е только на т^ 
случаи, когда какъ координатный тетраэдръ и единичная 
точка, для которыхъ ур. абсолюта обращается въ (1) или (2), 
такъ и коэффищенты ^/ иА;^^ действительны. Бъэтихъ 
случаяхъ пространства получаютъ различныя назван1я, смотря 
по значен1ю кривизны к*. 

Если кривизна пространства положительна, то \^ и к^* 
также положительны и абсолютъ мнимая поверхность. Про- 
странство съ такимъ абсолютомъ называется пространствомъ 
Си№)г(1-Е1е1п'а, или эллиптическимъ, или пространствомъ по- 
ложительной кривизны. 

Если кривизна пространства отрицательна, то А;/ и А;,' 
разныхъ знаковъ (мы будемъ считать к^^ отрицательнымъ, а 
к^^ положительнымъ) и абсолютъ представляетъ действитель- 
ную овальную поверхность, т. е. поверхность съ мнимыми 
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прямолинейными производящими. Пространство, имеющее та- 
кой абсолютъ, называется пространствомъ Лобачевскаго, или^ 
гиперболичесЕимъ, или пространствомъ отрицательной кривиз- 
ны. ДМствительныя точки, находящ1яся внутри абсолюта на- 
зываются реальными, а внЪ его — идеальными. Д'Ьйствительная 
прямая и плоскость называются реальными, если оп^ ижкють 
точки внутри абсолюта и, следовательно, пересекаются съ 
нимъ въ д'бйствительныхъ точкахъ, и — идеальными въ про- 
тивномъ случае. 

Если кривизна пространства равняется нулю, то ^1^=0, 
и абсолютъ обращается въ мнимое коническое с'Ьчен1е (3), 
лежащее въ действительной безконечно-удаленной плоскости. 
Пространство въ этомъ случае называется пространствомъ 
Эвклида или параболическимъ. 

Если кривизна пространства равняется безконечности, 
то к^^=0, и абсолютъ обращается въ мнимый конусъ (4) съ 
вершиной въ действительной безконечно - удаленной точке. 
Такого рода пространство до сихъ поръ не получило особаго 
назвашя. Принимая во вниман1е^ что все свойства его связа- 
ны со свойствами пространства Эвклида принципомъ двой- 
ственности, его можно назвать полярнымъ съ Эвклидовымъ 
пространствомъ. 

46. Теизоръ вентора. — Точки вектора мы различаемъ 
одну отъ другой: одну мы называемъ начальной, а другую — 
конечной. Последовательность точекъ вектора мы будемъ на- 
зывать направлен1емъ вектора. 

Пусть некоторая прямая пересекаетъ абсолютъ въ двухъ 
точкахь а и Ь. Принявъ одну изъ этихъ точекъ, напримеръ 
а, за н{1чальную, а другую, Ь, за конечную точку вектора аЬ, 
мы будемъ называть первую начальной точкой прямой, вто- 
рую — конечной, а направлен1е вектора аЬ — направлен1емъ 
прямой. Изъ сказаннаго следуетъ, что лучу всякаго вектора 
можно приписать определенное Баправлен1е; его мы будемъ 
называть полржительнымъ направлен1емъ вектора. 

Пусть мы имеемъ векторъ ху. Приписавъ лучу вектора 
определенное направлен1е и принявъ его за положительное 
направлен1е вектора, означимъ черезъ а— начальную точку 
луча, черезъ Ь — конечную. Длиной вектора ху или разстоя- 
Н1емъ между точками х ж у ии будемъ называть величину 

^=^^о^(^Ъху), (5> 

где (аЬху) есть ангармоническое отношенхе точекъ а^Ь^х^у^ к^ * — 
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воэффищентъ въ ур. (1) абсолюта и «=}/ — 1. Такъвакъло- 
гариемъ представляетъ собой многозначную функц1Ю и для 
даннаго 8начен1я аргумента опред']&ляется до величинъ 

2пл"г, 

ткк п ц^лое число, то длина вектора можетъ им']&ть без- 
численное множество значенхй, различающихся между собой 
на* величины вратныя отъ л'/к^ . 

Длину вектора ху мы можемъ выразить черезъ коорди- 
наты его точекъ. Мы определили въ § 30 координаты то- 
чекъ а и Ь: 

а,=ах, +/?у, , Ъ,=ух^ +/3у, (1234) 

гд4 сс=—/{ху) -ь }/Г\^У)—А^^)ПУУ), 

/?= тх\ 

Пользуясь ими, им^емъ 

{аЪху)= у1а (6) 



(7) 



2^*1 Пху) '^УПху)-Г(ххтуу) ' 
Выражеше 

Г{ху)-Г{хх)Г{уу) 

представляетъ собой квадратичную функщю 

Ф(РР)=-^ ^Ля,//А*Р/А («МЛ=1,2,3,4) (8) 

Не 1к 

шести перем1|нв11хъ 
коэффицхенты которой 

суть миноры второго порядка определителя (§ 22) 

^11 «12 <*18 «14 

«81 «22 «28 «24 

«81 «82 «38 «34 

«41 «42 «43 «44 
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Вводя эту фунБщю въ (7), мы получаемъ для длины вектора 
другое выражеше: 

^=_^ 1ой ^^^У^ + УФ<^ . (7') 

Тензоромъ вектора ху мы будемъ называть число 

^^ {аЪху)—1 , 
гк^ {аЪху) -ь 1 ' 

его мы будемъ означать тавимъ образомъ 

Т{ху) , или Т^. 

Боспользовавшись (6), получимъ для тензора выражен1я 



(9) 



гр _ I У1'^(ху)—1{хх)^(уу) (10) 

'^ гкг 1\ху) 

И 

гр _ ^_ Ущр] . (10') 

Сравнивая (9) съ (5), видимъ, что тензоръ вектора свя- 
занъ съ длиной его соотношенхемъ 

Т,^=^ШёК^. (11) 

Такъ какъ ангармоническое отношен1е представляетъ 
собой величину отвлеченную, то изъ равенства (б) сл-Ьдуетъ, 
что &^ величина именованная: ея изм^реше есть [Ь'^^]^ если 
черезъ 2/ означимъ единицу длины. Бакъ видно изъ формулы 
(9) тензоръ вектора представляетъ собой величину также 
именованную и яжЬеть изм^реше длины [Ь]. 

Обратнмъ вниман1е на сл'Ьдующ1я свойства длины и 
тензора вектора. 

1. Тензоръ вектора и его длина м^няютъ свой знакъ^ 
если мы изм'1нимъ направленхе вектора или его луча на про- 
тивоположное. Ибо съ перем'Ьной последовательности точекъ 
а и Ь, или X я у, ангармоническое отноп1ен1е {аЬху) зам'Ь- 
нится величиной обратной: 

(аЬху) = 1/{аЬух) = 1/(Ьаху). 

2. Предположимъ, что точки х,у^з лежатъ на одной пря- 
мой. Принявъ одно и то же направлен1е прямой за положи- 
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тельное для вс^^хъ трехъ веБторовъ ху^уг^хг^ мы оаред^Ьлимъ 
равстоящя <^;ру.,^у.^,^:р^ между точками хжу^ уилг, хм г но 
формуламъ 

^хуг=^Ш<Аху), »^^=^\0Е{аЬуг), 6^=-^оц{аЬхг). 

Въ силу изв'бстнаго свойства ангармоничесвихъ отношешК: 

{аЬху){йЬуг)={аЬх1:) 
эти три равстоян1я будутъ связаны между собой у р. 

Тавимъ образомъ разстоянхе между точками х V^ г равняется 
суммЪ разстояшй между х 1л у^ у м I:. Это свойство разстоя- 
Е1Й мы будемъ называть свойствомъ сложимости. 

3. Если два вектора равны, то длины и тензоры ихъ 
также равны. Обратно, если дьа вектора им']^ютъ .общ1й лучъ, 
одно и то же положительное направленхе и равные тензоры, 
то они сами равны. 

4. Если одна изъ точекъ вектора лежитъ на абсалют^, 
то {(хЬху) равняется или нулю, или безконечности. Въ этомъ слу- 
ча*! длина вектора безконечно велика и 

Такимъ образомъ ъ(А точки абсолюта находятся на безко- 
нечно большихъ разстоян1яхъ отъ всЬхъ другихъ точекъ 
пространства. 

5. Если точки вектора взаимно перпендикулярны (§ 23), 
то (аЬа;з/)= — 1, 

тд']^ п какое нибудь ц']&лое число. 

6. Если длина вектора и его тензоръ равны нулю, то 
(аЬо;!/)— 1, что возможно только въ двухъ случаяхъ: или точки 
X 11 у совпадаютъ и самъ векторъ равняется нулю, или точки 
а и Ь совпадаютъ и лучъ вектора касается абсолюта. Въ 
этомъ посл'бднемъ случа'Ь мы будемъ говорить, что векторъ и 
его лучъ им']Бютъ абсолютное направленхе. Если же лучъ 
вектора касается абсолюта и одна изъ точекъ х^у совпадаетъ 
съ а или Ь, то {оЬху)^ д и Т^ неопределенны. 

7. Тензоръ вектора выражается черезъ длину помощью 
тангенса, (И). Въ эллиптическомъ пространств'^, когда к^ 
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действительно, этотъ тангенсъ будетъ круговымъ, въ гипер- 
^оди^ескомъ, когда к^^ число чисто-мнимое, — гиперболическим'ь 
Въ пространств'^, кривизна котораго равняется нулю, какъ 
видно нзъ равенства (11), тензоръ вектора равняется его 
длин*]^. Если, приведя фувкщю /{хх) къ виду (I): 

/'{хх)=к,\х,^'^х^'+х^')'^к^\\ (12) 

положимъ въ (10) А;^=0, сокративъ предварительно вторую 
-часть на Л^, то для Т^ получимъ 

гр _ ^ (Д^1 Уа—^аУ\ ) ^ -^ [х^У^—х^у^] ^ + (д^зУ4— Д^4Уз) ^ (13) 

Такое же выраженхе мы получили бы и для 6^ если бы 
раскрыли истинное значен1е второй части (7), которая для 
А;^=0 принимаетъ неопред'Ьленный видъ 0:0. 

Разсмотримъ теперь подробн'Ье т'Ь случаи, когда точки 
вектора ху и коэффиц1енты функц1и ^\хх) д']^йствительны. 
Въ этихъ случаяхъ лучъ вектора действительная прямая, а 
точки а и Ь или действительны, или мнимы и сопряженны, и 
съ понят1емъ о ваправлен1и луча мы можемъ соединить пред- 
ставлен1е не только о последовательности точекъ пересечен1Я 
луча съ абсолютомъ, но и всехъ другихъ действительныхъ 
-его точекъ. 

Предположимъ, что точки а и Ь действительны. Вообра- 
зивъ на луче точечный рядъ, мы можемъ считать его исхо- 
дящимъ изъ начальной точки луча и идущимъ въ конечную, 
или, обратно, исходящимъ изъ конечной и идущимъ въ на- 
чальную. Условившись только первую изъ указанныхъ по- 
следовательностей точекъ ряда считать направленхемъ луча, 
мы будемъ иметь возможность по данному направлен1ю 
луча (по данной последовательности действительныхъ то- 
чекъ луча) отличать начальную точку луча отъ конечной 
и, обратно, выборомъ начальной и конечной точекъ зада- 
вать направлеше луча (последовательность его действи- 
тельныхъ точекъ). Такъ, направлеше на отдельныхъ участ- 
кахъ луча будетъ указываться верхними (см. чертежъ 8^), 
стрелками, если мы за начальную точку луча примемъ точку 
а и за конечную Ь, и нижними, если обратно Ь примемъ за 
начальную и а — ^за конечную. Предельный случай, когда 
точки а и Ь совпадаютъ (напр. въ Эвклидовомъ пространстве, 
въ пространстве Лобачевскаго, если лучъ касается абсолюта) 
представленъ на чертеже 8^. Тогда на всехъ участкахъ луча 
направлен1е одинаково: или таково, какъ указано стрелками 
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верхними, или таково, какъ указано стр'блвами нижними. Въ 
этомъ случа'Ь мы очевидно не им'Ьемъ возможности отличить 
по направлен1Ю луча его начальную и конечную точки, тахъ 
какъ он'Ь совпадаютъ. 

Если точки а и Ь мнимы и сопряженны, то направлеше 
на вс^хъ участкахъ луча одинаково: или таково, какъ указа- 
но стрелками верхними, или таково, какъ указано стрелками ниж- 
ними на чертеж']^ 8,. Чтобы им'1ть возможность въ этомъ случа'Ь 
по данному направлен]ю на отд^льныхъ д']&йствительныхъ 
участкахъ луча отличать его начальную и конечную точки и, 
обратно, выборомъ начальной и конечной точекъ луча задать 
посл'Ьдовательность его д'1йствительныхъ точекъ, мы должны 
условиться въ сл-Ьдующемъ. 

Чертежъ 8. 



+ 









Направлен1е вектора ху и направлен1е его луча могутъ 
совпадать и бьггь противоположны. Пусть х^ точка луча ху 
перпендикулярная къ х^ т. е. гармонично сопряженная съ х 
относительно точекъ а и Ь, въ которыхъ лучъ вектора пере- 
сЬкается съ абсолютомъ; будутъ ли точки а и Ь действитель- 
ны или мнимы, точка х* всегда д'1йствительна. Вообразимъ себ^ 
точку, которая, выйдя изъ а;, движется по лучу ху всегда въ 
одну и ту же сторону въ томъ направленхи, которое нм'бетъ 
лучъ вблизи точки X. Если эта перем'1щающаяся точка совпа- 
детъ раньше съ у чЬмъ съ х\ то векторъ и его лучъ мы 
будемъ считать одинаково направленными, если же случится 
обратное, то направленхе вектора и его луча будемъ считать 
противоположными. 

Условившись въ этомъ, вернемся къ занимающему насъ 
вопросу. Когда точки а и Ь мнимы и сопряженны, то ангар* 
моническ1я отношен1я {аЪху) и {Ьйху) также мнимы. Такъ 
какъ 

{(хЬху) = 1/(Ьаа?у), 

то аргументы этихъ отношен1й будутъ непременно разныхъ 
знаковъ: одинъ положителенъ, другой отрицателенъ. Предпо- 
лагая, что векторъ ху им^етъ одинаковое направленхе съ его 
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лучомъ, мы условимся считать точку а начальной и Ь конеч- 
ной, когда положителенъ аргунентъ перваго изъ атихъ отно- 
шешй, и обратно точку Ь— начальной и а — конечной, когда 
положителенъ аргументъ второго отношен1я. Это услов1е 
вполне характеризуетъ зависимость между последователь- 
ностью начальной и конечной точекъ луча и направлешемъ 
на вещественннхъ участкахъ луча и позволяетъ всякШ разъ, 
зная первую, найти последнее и обратно. 

Посмотримъ, какой видъ им^етъ тензоръ д']&йствительнаго 
вектора. 

Предположимъ сначала, что начальная и конечная точки 
а и Ь луча ху д']^йствительны. Точка х и перпендикулярная 
къ ней а^ разд-бляють всю прямую аЪ на два участка: на 
одномъ находится точка а, надругомъ — точка Ь. Припоминая, 
какъ изменяется ангармоническое отношеше {йЪху)^ когда 
точка у перемещается по прямой аЬ, мы увидимъ, что 

■ Т^=гг/к„ (14) 

где г>*0, когда у находится на участке хЬх\ причемъ 

т= о, если у совпадаетъ съ а?, 
г= 1, если у совпадаетъ съ Ь, 
7-=оо, если у совпадаетъ съ ж' 

п Т^=— *>/*!, (14') 

когда у находится на участке хах\ причемъ 

т= О, если у совпадаетъ съ ж, 
т= 1, если у совпадаетъ съ а, 
7"=оо, если у совпадаетъ съ д/. 

Такимъ образомъ тензоръ вектора ху имеетъ видъ (14), когда 
направленхе вектора и его луча совпадаютъ, и видъ (14'), 
когда они противоположны. 

Предположимъ затемъ, что точки а и Ь мнимы и сопря- 
женны. Въ этомъ случае, означивъ черезъ ^ уголъ заклю- 
ченный между — Л"/2 и н-л"/2, мы имеемъ 

(оЬху)=соъ2д) + г81п29^ 
и Т^=Ыщ^/к,=т/к, (15) 

где т величина действительная. Припомнивъ, въ какихъ слу- 
чаяхъ мы условились направлеше вектора и его луча считать 
одинаковыми и въ какихъ — ^противоположными, легко убедимся, 

10 
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что г>^0, Богда направлен1е вектора ху совпадаетъ съ на- 
правленхемъ его луча, и г<0, въ противномъ случае. 

Въ эллвгптическомъ пространств* к^ действительно и 
точки а и Ь всегда мнимы и сопряженны. Поэтому въ эллин- 
тическомъ пространств']^ тензоръ д^йствительнаго вектора 
определяется по форму л* (15) и всегда д%йствителенъ. 

Въ гиперболическомъ пространств* к^ чисто - мнимое 
число и точки а и Ь могутъ быть действительны и мнимы. 
Если лучъ ху им^етъ точки, лежащгя внутри абсолюта, то 
онъ пересекается съ абсолютомъ въ действительныхъ точкахъ 
а и Ь, и тензоръ вектора ху^ определяясь по формуламъ (14) 
или (14'), будетъ действителенъ. Если же лучъ ху лежитъ 
вне абсолюта, то точки а и Ь мнимы и сопряженны, и тензоръ 
вектора ху^ какъ видно изъ формулы (15), будетъ чисто мни- 
мымъ. Такимъ образомъ въ гиперболическомъ пространстве 
тензоръ действительнаго вектора число действительное, когда 
лучъ его реаленъ и чисто мнимое, когда лучъ его идеаленъ. 

Въ цараболическомъ пространстве тензоръ вектора рав- 
няется его длине и, определяясь формулой (13), действите- 
ленъ для действительнаго вектора. Мы условимся считать 
его положительнымъ, когда лучъ и векторъ имеютъ оди- 
наковое направлен1е, и отрицательнымъ въ противномъ случае. 

47. Тензоръ ротора. — Плоскости ротора мы отличаемъ 
одну отъ другой: одну изъ нихъ мы называемъ начальной, 
другую — конечной. Последовательность плоскостей ротора мы 
будемъ называть направлен1емъ ротора. 

Пусть 91 и 93 две плоскости касательныя къ абсолюту 
и проведенныя черезъ некоторую прямую. Принявъ одну изъ 
нихъ, напримеръ Щ, за начальную, другую, 93, за конечную 
плоскости ротора ^93, мы будемъ называть первую началь- 
ной плоскостью прямой, вторую — конечной, а направлеше 
ротора 9193 — направлен1емъ вращешя вокругъ прямой. Изъ 
сказаннаго следуетъ, что вращешю вокругъ оси всякаго ро- 
тора можно приписать определенное направленае; его мы бу- 
демъ называть положительнымъ направлен1емъ вращешя во- 
кругъ оси ротора или, короче, направленхемъ оси ротора. 

Возьмемъ какой нибудь роторъ ХГ и, приписавъ его 
оси направлен1е, означимъ черезъ 91 начальную плоскость 
оси, черезъ 93 конечную. Угломъ ротора ХТ или угломъ между 
плоскостями Х!Г мы будемъ называть величину 

в=^\оё{тхп (16) 
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тд^ (91ШХ7) ангармоническое отношен1е плоскостей Щ,Ш, 

Х,Г, и,*— коэффиц1ентъвъ ур. (1) абсолюта и г=|/ — 1. Такъ 
какъ догариемъ представляетъ собой многозначную функц]ю 
и значен1Я ея для даннаго аргумента определяются до вели- 
чинъ 

2пту 

гд'Ь п ц'Ьлое число, то уголъ можетъ им'Ьть безчисленное 
множество значешй, различающихся на величины кратныя 
-отъ гг/А,. 

Изъ сказаннаго въ предыдущемъ параграф']^ ясно, что 
уголъ ротора ХТ ии можемъ выразить черезъ координаты 
плоскостей X и Т такимъ образомъ: 



ялн 



гд* 



2гк^ ^ Г[ХУ)-У1'\ХГ}—Р(ХХ}1(УУ] 

2гАз ^ 1'(ХУ)—УФ(РР) 
^{Р^)=-:2 Ж1^1^Рц^1Н (ЬА=1,2,3,4) (18) 

1к Иь 



представляетъ собой квадратичную функц1Ю шести перем'Ьн- 
ныхъ 

1^.^=Х,Г^-Х^7,, (/,й=1,2,3,4) 

коэффицхенты которой 

^а^1к= ^ък^гк — ^а^1к 
«суть миноры второго порядка определителя 

-^1 Аа Аз ^14 

^%1 ^99 -^«3 -^24 

^31 -^8» ^88 -^4 

-^41 -^42 Аз ^4 

Тензоромъ ротора Х!Г мы будемъ называть величину 

1 (ЯШХГ)— 1 



гк, (91а5ХГ) + Г 
Означая тензоръ ротора ХТ черезъ 



(19) 



10' 
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Т(ХГ) или Тхк, 
мы ии^еиъ для него такхя выражен1а 



I УР'{ХУ)—У[ХХ]Г1УТ) 



т __1_ г -г [ЛХ1 — а^\^Л.]Т[Х^ ) /20) 



гк. 1'(ХУ} 



УФ1РР1 



_2_ уяхгг, , (20') 

-^^ »^^^, г[хг] 

Сравнивая (16) съ (19), видинъ, что тензоръ ротора свя- 
занъ съ его угломъ соотношен1енъ 

Тхт=^Ьлпёк,в. (21) 

гСл 

Такъ какъ ангармоническое отношен1е прелставляетъ 
собой величину отвлеченную, то изъ равенства (16) сл^дуетъ, 
что к^ величина именованная: ея изм'Ьреше есть [^'*^], если 
черезъ Л означимъ единицу угла. Кавъ видно изъ формулы 
(19) тензоръ ротора представляетъ собой величину также 
именованную и им'1етъ изм']&рен]е угла [Л]. Равенство (0) 
показываетъ, что кривизна х* им'Ьетъ изм4рен1е [Л^^''^. 

Зам']&тимъ, что въ т'Ьхъ случаяхъ, когда одна и та же 
прямая служитъ лучомъ для вектора ху и осью для ротора 
ХТу такъ что точки х и у лежатъ на лин1и перес']&чешя 
плоскостей X и Г, между функщями Ф(РР) и ф{рр) существуетъ 
весьма простое соотношенхе. Въ аналитической геометрхи 
доказывается, что въ этомъ случа']^ 

^34 = ^^Р1»> -^43 = ^18^ Р2г=^Р14У 

гдЪ б н']^который множитель пропорц10нальности. Съ другой 
стороны вслФдствхе изв-Ьстнаго свойства определителей, состав- 
ленныхъ изъ миноръ перваго порядка другого определителя, 
мы им'Ьемъ 

^(«12^34— «14^8з) = (Л1Лз—^88Л1)) 
^Кг^гЗ— ^18^8з) = (4лЛ4— ^1^4)) И Т. Д, 

а потому Ф(РР)=(УМф(рр). 

Отсюда 

Тхг = Т^х<Г1/а^|^. (10,20). 
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Обратимъ внимаше на сд'1дующ1Я свойства тензора н 
угла ротора. 

1. Тензоръ ротора и его уголъ м'Ьняютъ свой знакъ, 
если мы изм'бнЕмъ направлеше ротора или его оси на противопо- 
ложное. Ибо съ перем'Ьной посл'Ьдовательности плоскостей 
91 и аз, или X и Г, ангармоническое отношеше ((ДШХГ) 
зам']&нится величиной обратной: 

(яаэх л=1/(яз21хг)=1/(а1аэ тх). 

2. Предположимъ, что плоскости Х,Т^2 проходятъ че- 
резъ одну и ту же прямую. Принявъ одно и то же направ- 
лен1е вращен1я вокругъ этой прямой за положительное для 
вс^хъ роторовъХГ, У 2! и Х^и означивъчерезъ/?ху, ^у;г, ^х/ 
углы между плоскостями X и 7*, Т ти 2, X е 2, им^емъ 



в 



ХУ-ГП У2=17х2 



Такимъ образомъ углы между плоскостями обладаютъ свой- 
ств омъ сложимости. 

3. Если два ротора равны, то и тензоры и углы ихъ 
также равны: Обратно, если два ротора .им-Ьють общую ось, 
одно и то же положительное направлен1е и равные тензоры, 
то они и сами равны. 

4. Если одна изъ плоскостей ротора касается абсолюта, 
то (91ЯЭХГ) равняется или нулю, или безконечности и 

в=оэ, Тху=±1/гЛ,. 

Такимъ образомъ уголъ между плоскостью касательной къ 
абсолюту и всякой другой безконечно великъ. 

5. Если плоскости ротора взаимно перпендикулярны 
(§ 23), то (31аЗХГ);=— 1, 

в=±7Г/2к^-\-пгг/к^, Тху=оо. 

6. Если уголъ ротора и его тензоръ равняются нулю^ 
то (91®ХГз=1, что возможно только въ двухъ случаяхъ: 
или плоскости X, Т совпадаютъ и самъ роторъ равняется ну- 
лю, или плоскости 3(,Ш совпадаютъ и ось ротора касается 
абсолюта. Въ этомъ посл'Ьднемъ случа'Ь мы будемъ говорить, 
что роторъ и его ось им'Ьютъ абсолютное направлен1е. Если 
же ось ротора касается абсолюта и при томъ одна изъ пло- 
скостей его или обЪ совпадаютъ съ Щ и Ш, то (ЩШХГ), 
^ и Тху неопред'Ёленны. 



> 
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7. Въ эллиптическомъ и гипербол ичесвомъ простран- 
ствахъ и въ пространств'^, кривизна Еотораго равняется нулю^ 
к^ действительно, и тензоръ ротора выражается круговымъ 
тангенсомъ его угла. Въ пространств'^ безвонечно большой 
кривизны ^2=0, и тензоръ ротора равняется его углу. Ёсли^ 
приведя функщю Ж(ХХ) къ виду (2): 

2?'(ХХ)=й/(Х,«+Х,»+Х,^)+А,»Х,», (22) 

положимъ въ (20) %2=0, предварительно сокративъ вторун> 
тасть на А;,, то для Тхг получимъ формулу: 

Т^, ^^^^^ ^'^У 

Такую же формулу получили бы и для в^ раскрывъ истинное 
значенхе (17), которая для ^2=0 принимаетъ неопред'Ь лен- 
ный видъ. 

Разсмотринъ теперь подробн'Ье т'6 случаи, когда пло- 
скости ротора ХГ и коэффицхенты функщи 1Р(ХХ) действи- 
тельны. Въ этихъ случаяхъ ось ротора действительная пря- 
ная и плоскости Э1 и Ш или действительны, или мнимы и 
сопряженны, и съ понят1емъ о направлен1и оси (направлеши 
вращев1я вокругъ оси) мы можемъ соединить представлен1е 
не только о последовательности плоскостей проведенныхъ че- 
резъ ось и касательныхъ къ абсолюту, но и всехъ другихъ 
действительныхъ плоскостей проходяшихъ черезъ ось. 

Предположимъ, что плоскости Щ и % действительны. 
Представивъ себе пучекъ плоскостей, осью которому слу- 
житъ наша ось, мы можемъ считать втотъ пучекъ исходя- 
щимъ изъ начальной плоскости оси и идущимъ въ конечную,, 
или, обратно, исходящимъ изъ конечной 'плоскости и идущимъ 
въ начальную. Условившись только первую изъ указаннЕ1хъ 
последовательностей плоскостей пучка считать направленхемъ 
оси, мы будемъ иметь возможность по данному направленш 
оси (по данной последовательности действительныхъ плоско- 
стей, проходящихъ черезъ ось) отличать начальную плоскость отъ 
конечной и обратно выборомъ начальной и конечной плоско- 
стей оси задавать направлен1е оси (последовательность >пло- 
скостей проходящихъ черезъ ось): Такъ, если предположимъ, 
что плоскость чертежа перпендикулярна къ оси и пересе- 
кается съ плоскостями Щ и 33 по прямымъ а и /9 (см. чер^ 
тежъ 9^, то направлен1е (последовательность плоскостей) въ 
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различныхъ участвахъ пучва будетъ указываться наружными 
стр'Ьлвами, если мы плоскость 31 прихемъ за начальную и Ш — 
за конечную, и внутренними, если примемъ Ш за начальную 
и Ш, — за конечную. Пред:Ьльный случай, когда плоскости 
91 и Ш совпадаютъ представленъ на чертеж']^ 9, (напр. въ 
пространств'^ безконечно большой кривизны, въ пространстве 
Лобачевскаго, когда ось касается абсолюта). Теперь на- 
правлен1е вращен1я на вс^хъ участкахъ пучка будетъ оди- 
наково и будетъ таково, какъ указано наружными стр'Ьлками, 
или таково, какъ указано внутренними. 

Если плоскости Щ и Ш мнимы и сопряженны^ то на- 
правлен1е вращен1я вокругъ оси будетъ также на вс^хъ 
участкахъ пучка одинаково: или таково какъ указано наруж- 
ными, или таково, какъ указано внутренними стр'блками на 

Чертежъ 9. 






I 2 3 

чертеж*! 9,. Чтобы им^ть возможность въ этомъ случа*]^ по 
данному направленш оси (по данной посл'Ьдовательности пло- 
скостей пучка) различать ея начальную и конечную плоскости 
и, обратно, выборомъ начальной и конечной плоскостей оси 
задать направленхе оси (посл']&довательность д'Ьйствительныхъ 
плоскостей, проходящихъ черезъ ось), мы должны условиться 
въ сл']&дующемъ. 

Направлен1е ротора ХГ'и направлен1е вращешя вокругъ 
его оси могутъ совпадать и быть противоположны. Пусть X 
плоскость перпендикулярная къ X и проходящая черезъ ось; 
плоскость X! всегда д']&йствительна независимо отъ того бу- 
дутъ ли плоскости ^ и Ш д^^йствительны или н^тъ. Вообра- 
вимъ себ*! плоскость, которая выйдя изъ положен1я плоскости 
X вращается вокругъ оси ХТ всегда № одну и ту же сто- 
рону въ направлен1и, которое яжкеиъ пучекъ плоскостей на 
участке вблизи плоскости X. Если эта перем'Ьщающаяся 
плоскость совпадаетъ съ плоскостью Т раньше ч'Ьмъ съ Х\ 
то роторъ и его ось мы будемъ считать одинаково направ- 
ленными, если же случится обратное, то направлеше ротора 
и его оси будемъ считать противоположны[ми. 
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Условившись въ этомъ, вернемся въ занимающему насъ 
вопросу. Когда плоскости 31 и Ш мнимы и сопряжения, то 
ангармоничесБ1я отношен1я (9(93X7) и (Ш$(ХГ) также мни- 
мы. Такъ какъ 

(ШВХГ)=1/(Ш31ХГ), 

то аргументы этихъ отношен1й будутъ непрем']&нно разныхъ 
знаковъ. Предполагая, что роторъ ХТ им']^ётъ одинаковое на- 
правлеше съ его осью, мы условимся считать плоскость $( 
начальной и Ш — конечной, когда положителенъ аргументъ 
перваго ивъ этихъ отношешй, (ЩШХГ), и обратно плоскость 
ЭЗ — начальной и 91 — оконечной, когда положителенъ аргументъ 
второго отношен1я, (Ш9ГХГ). Это услов1е вполн* характери- 
вуетъ зависимость между посл'Ьдовательностью плоскостей 
9( и 93 и вс^^хъ другихъ д^йствительныхъ плоскостей, прохо- 
дящихъ черезъ ось, и позволяетъ всяшй разъ, зная первую, 
опред-блить посл'Ьднюю и обратно. 

Посмотримъ какой видъ им^етъ тензоръ д']&йствительнаго 
ротора. 

Предположимъ, во-первыхъ, что плоскости 9( и Ш дМ- 
ствительны. Плоскость X и перпендикулярная къ ней X 
разд'бляютъ пучекъ съ осью ЩШ на два участка: въ одномъ 
находится плоскость 91, въ другомъ — плоскость Ш. Припоми- 
ная, какъ изм'Ьняется ангармоническое отношеше (ШВХГ), 
когда плоскость Т вращается вокругъ оси 9(Ш, мы увидимъ 
изъ (19), что 

Тху=г>/Й„ (24) 

гд^ т число положительное, когда плоскость У находится въ 
участк* ХЗЗХ', причемъ 

г= О, если У совпадаетъ съ X, 
т= 1, если Т совпадаетъ съ ©, 
г=со, если Т совпадаетъ съ X, 

и Тхг=-г>/Л, (24') 

когда плоскость Т находится въ участке Х9ГХ, причемъ 

г= О, если Т совпадаетъ съ X, 
г= 1, если У совпадаетъ съ 91, 
7'=оо, если У совпадаетъ съ Х. 
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Такимъ образомъ тензоръ ротора ХТ ижЬетъ видъ(24), 
1С0Гда н|1правлеше ротора и его оси соваадаютъ, и видъ (24'), 
когда они противоположны. 

ПредположимЪу во-вторыхъ, что плоскости Э[ и Ш мнимы 
и сопряженны. Тогда, означая черезъ ^ н']^который уголъ, 
заключенный между — л'/2 и +л'/2, мы им'Ьемъ 

(а1ШХГ)=С0829? н- г81п29> 
и Тху=1ап59Р/*2=^/*э» (25) 

гд^ т величина действительная. Припомнивъ, въ какихъ слу- 
чаяхъ мы условились направлен1е ротора и его оси считать 
одинаковыми и въ какихъ — противоположными, легко убе- 
димся, что г>0, когда направлеше ротора ХТ совпадаетъ 
съ направлешемъ его оси, и т<^0 — въ противномъ случае. 

Въ эллиптическохъ и параболическомъ пространствахъ 
к^ действительно, а плоскости 31 и Ш мнимы и сопряженны. 
Поэтому въ этихъ пространствахъ тензоръ действительнаго 
ротора определяется формулой (25) и всегда действителенъ. 

Въ гиперболическомъ пространстве к^ действительно, а 
плоскости 3( и 93 действительны или мнимы и сопряженны. 
Если ось ротора имеетъ точки, лежащ1я внутри абсолюга, то 
плоскости Щ и Ш мнимы и сопряженны, и тензоръ ротора 
определяясь формулой (25), действителенъ. Если же ось ро- 
тора лежитъ вне абсолюта, то плоскости 91 и Ш действи- 
тельны, и тензоръ ротора, какъ видно изъ формулъ (24) и (24'), 
число чисто-мнимое. Такимъ образомъ тензоръ действитель- 
наго ротора въ гиперболическомъ пространстве действите- 
ленъ, когда ось его реальна, и мнимый, когда она идеальна. 

Въ пространстве безконечно большой кривизны тензоръ 
ротора равняется его углу и, определяясь формулой (23), дей- 
ствителенъ для действительнаго ротора. Мы условимся счи- 
тать его положительнымъ, когда роторъ и его ось имеютъ 
одинаковое направлен1е, и отрицательнымъ въ противномъ 
случае. 

48. Тензоры вектора и полярнаго съ иияъ ротора. — 
Пусть ^ я е^ две взаимный поляры. Означимъ буквами а и Ь 
точки пересечен1я г съ абсолютомъ и буквами Щ и Ш пло- 
скости, проходящ1я черезъ г' и касательныя къ абсолюту. 
Пользуясь темъ обстоятельствомъ, что вслед ств1е полярности 
^ и ^' плоскость 3( проходитъ черезъ а, плоскость 93 — черезъ 
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Ь, услоцинся направлен1е лиши е и направлеше вращешя 
вокругъ ея поляры ^' считать соотв^Ьтствующими, если началь- 
ная точка ЛИН1И е лежитъ въ начальной плоскости линш е\ 
и конечная — въ конечной. Въ силу этого услов1Я каждому 
нааравлен1Ю пряшой соотв^тствуетъ опред*]^ ленное направлеше 
вращен1Я вокругъ ея поляры и каждому направленЬо враще- 
Н1Я вокругъ прямой — определенное направлен1е ея поляры. 

Въ т'Ьхъ случаяхъ, когда ко9ффиц1енты ур. абсолюта 
д']^йствительны, взаимныя поляры или об']^ д']Ьйствительны, или 
06*6 мнимы. Если он'Ь 06*6 д-Ьйствительны, то мы можемъ вы- 
разить зависимость между направлен1емъ прямой и соотв'Ьт- 
ствующимъ нааравлен1емъ вращенхя вокругъ ея поляры еще 
иначе. Въ самомъ д^л^, вообразивъ пучекъ плоскостей съ 
осью г' и точечный рядъ расположенный на лин1и ^, отне- 
семъ ихъ одинъ къ другому такъ, чтобы они были перспек- 
тивны; тогда посл']&довательность точекъ ряда опреА^лшгь по- 
сл']Ьдовательность плоскостей пучка и, если первая характе* 
ризуетъ направлен1е лин1и г, то вторая будетъ характеризо- 
вать соответствующее направлен1е вращешя вокругъ оси г'. 
Это очевидно въ томъ случае, когда точки аиЬ и плоскости 
3( и Ш действительны (см. чертежъ 10^; плоскость чертежа 
проходитъ черезъ лин1Ю е и перпендикулярна къ е\ съкото- 



Чертежъ 10. 




д?>^ 




рой она пересекается въ точке означенной буквой г'). Чтобы 
убедиться въ справедливости сказанваго также и тогда, когда 
точки а,Ь и плоскости 31,Ш мнимы и сопряженны, возьмемъ 
на ЛИН1И г две точки х,у и проведемъ чрезъ нихъ и линш 
в^ две плоскости X, 7. Такъ какъ ангармоничесшя отношен1я 
{аЬху) и (ЗГаЭХГ) равны, то аргументы ихъ будутъ одновре- 
менно или положительны, или отрицательны. Если предполо- 
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жимъ для опред'бленности, что они положительны, то въ силу 
нашего услов1я (§§ 46, 47) нанравлеше вектора а;^/ будетъ одина- 
ково съ нааравлен]емъ луча г, а соответствующее нанравле- 
Н1е вращешя вокругъ оси г' одинаково съ йаправлен1емъ ро« 
тора ХТ. Направлен1я луча г и оси е' будутъ сл'Ьдовательна 
таковы, какъ указано на чертеж'Ь 10^ (на немъ точка х^ пер- 
пендикулярна къ гг), и очевидно, что посл']&довательность то- 
чекъ ряда г будутъ определяться последовательностью пло- 
скостей пучка съ осью г', если рядъ будемъ считать перспе1&- 
тивой пучка. Бследстб1е указаннаго свойства соответствую- 
щихъ направлен1йу мы можемъ назвать эти направлен1я пер- 
спективными. 

Предположимъ, что лин1я ? служитъ лучомъ вектора ху, 
а ЛИН1Я г' осью ротора ХТ полярнаго съ векторомъ ху. При- 
нявъ точку а и плоскость 31 за начальный для луча е и оси 
^' и приписавъ такимъ образомъ лучу г и оси г' соответ- 
СТВУЮЩ1Я направлен1я, будемъ считать эти направлен1я положи- 
тельными для вектора ху и полярнаго съ нимъ ротора ХУ. 
Такъ какъ 

{аЬху)=(%^ХГ), (§ 31) 

то сравнивая формулы (16) и (19) съ (5) и (9), мы имеемъ 
соотношен1я 

к,6=к,е, (26) 

где 6 и Т^ длина и тензоръ вектора ху^ вт Тху — уголъ и 
тензоръ ротора ХТ. Отсюда такая теорема. 

Теорема. — Произведенге тензора (длины) вектора на к^ 
равняется прошведенгю тензора (угла) полярнаго съ векторомъ 
ротора на к^^ если положит^льныя направленгя вектора и 
ротора соотвтьтствуютъ одно другому. 

Плоскости Х,У перпендикулярны къ лучу ху] если мы 
предположимъ^ что векторъ ху не только поляренъ съ рото- 
ромъ ХУ, но и перспективенъ съ нимъ, то плоскости Х,Т 
пройдутъ черезъ точки х^у и изъ соотношен1я (26) будетъ 
следовать, что две плоскости перпендикулярныя къ прямой 
ЛИН1И и проведенный черезъ точки этой лин1и, разстоян1е 
между которыми равняется ^^ образуютъ уголъ равный с^х; и 
две плоскости, составляющ1я между собой уголъ ву отсекаютъ- 
на поляре ребра векторъ, длина котораго равняется в/х. 
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49. Углы N ра8стоян1Я между точкани, лмнёями и пло- 
скостями. — Существуетъ только одаа прямая перпендикуляр- 
ная къ двумъ точкамъ х ж у: поляра лин1и ху, Уголъ между 
плоскостями, проведенными черезъ эту прямую и точки хяу^ 
называется угломъ между этими последними. Изъ теоремы 
предыдущаго параграфа сл'бдуетъ, что уголъ в и разстоян1е 
6 между точками х ж у связаны соотношешемъ в=у.б. 

Существуетъ только одна прямая перпендикулярная къ 
двумъ плоскостямъ X и Г: поляра оси ХТ. Разстояше между 
точками перес']&чен1я этой прямой съ плоскостями X и У на- 
зывается растояшемъ между этими посл']^дними. Изъ теоремы 
предыдущаго параграфа сл^дуетъ, что уголъ в и разстоян1е 
6 между плоскостями X я Т связаны соотношешемъ в=^у.З. 

Есть только одна прямая, проходящая черезъ точку х 
и перпендикулярная къ плоскости Т: прямая, соединяющая л? 
съ точкой у, полюсомъ плоскости Т. Разстояше между х и 
точкой пересЬченхя этой прямой съ плоскостью У называется 
разстоян1емъ точки х отъ плоскости У.— Есть только одна 
прямая, лежащая въ плоскости Т и перпендикулярная къ 
точк4 х: ЛИН1Я перес'Ьчен1я Т съ плоскостью X перпендику- 
лярной къ X. Уголъ между плоскостью, проведенной черезъ 
эту прямую и точку а:, и плоскостью Т называется угломъ 
между точкой х и плоскостью Т. Уголъ в и разстоян1е А 
между точкой х и плоскостью Т связаны въ силу теоремы 
предыдущаго параграфа соотношен1емъ в=у.6. 

Есть только одна прямая, проходящая черезъ точку х и 
и перпендикулярная къ прямой а: лин1я перес']&чен1я плоско- 
стей проведенныхъ черезъ точку х^ изъ которыхъ одна про- 
ходитъ черезъ лиюю а, а другая — черезъ ея поляру. Раз- 
стоянхе между х и точкой пересЬчешя этой прямой съ а на- 
зывается разстояшемъ точки х до прямой а. — ^Есть только 
одна прямая перпендикулярная къ точк'Ь х и прямой а: ли- 
Н1Я, соединяющая точки перес'6чен1я лин1и а и ея поляры съ 
плоскостью перпендикулярной къ х. Уголъ между двумя, про- 
веденными черезъ эту прямую, плоскостями, изъ которыхъ одна 
проходитъ черезъ точку х^ а другая черезъ прямую а, назы- 
вается угломъ между точкой х и прямой а. Разстоян1е сГ и 
уголъ в между точкой х и прямой а связаны, какъ видно 
изъ теоремы предыдущаго параграфа, соотношенхемъ в^=к^. 

Есть только одна прямая, лежащая въ плоскости Г и 
перпендикулярная къ лин1и а: лин1я соединяющая точки пе- 
рес^чен1я Т съ линхей а и ея полярой. Уголъ между пло- 
скостью, которая проходигь черезъ эту прямую и линхю а, и 
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плоскостью 7 называется углонъ между прямой а и пло- 
скостью У. — Есть только одна прямая перпендикулярная къ 
плоскости Т и прямой а: лин1я проведенная черевъ точку у у 
полюсъ плоскости 7, и пересекающая лин1ю а и ея поляру. 
Ра8Стоян1е между точками перес']Ьчен1я этой прямой съ лин1ей 
а и плоскостью У называется разстоянхемъ между последни- 
ми. У голъ в и разстоян1е 6^ между прямой а и плоскостью У 
связаны, какъ видно изъ теоремы предыдущаго параграфа, со- 
отношешемъ в=у.6. 

Углы и разстояшя между двумя прямыми лингями, т^сно 
связанные съ весьма важнымъ понятхемъ теор1и векторовъ — 
понят1емъ о комплексномъ угле между двумя прямыми, буду гь 
изследованы нами ниже особенно подробно. 

50. Теор1Я векторовъ и ионплексиыя числа. — Проектив- 
ная теор1я векторовъ можетъ быть значительно упрощена, 
если мы воспользуемся т^ми системами комплексныхъ чиселъ 
съ двумя единицами, которыя обладаютъ модулемъ операщи 
умножешя и служили предметомъ нашихъ изследованШ въ 
первой главе. Мы знаемъ, что, принявъ модуль операц1и умно- 
жешя за одну изъ комплексныхъ единицъ, мы приводимъ 
комплексныя числа, о которыхъ идетъ речь, ъъвщух^-^-х^щ 
причемъ вторая степень единицы сэ определяется характери- 
стическимъ равенствомъ 

6>*= — Х^Х, Ч- (Х1 4- Х,)«. 

Въ теорш векторовъ пространства съ кривизной х^ мы будемъ 
пользоваться системой комплексныхъ чиселъ, для которой 

Х^ = ""^2 ^ ^> 

И характеристическое равенство имеетъ видъ 

а>*=х1 (28) 

Эту систему, а равнымъ образомъ и всякую другую, въ 
которую она можетъ быть преобразована введен1емъ новыхъ 
единицъ, мы будемъ называть соответствующею пространству 
съ кривизной х^ Такъ, напримеръ, система комплексныхъ 
чиселъ вида х^-^х^сэ' съ характеристическимъ равенствомъ 

а>'^=1/х» (29) 

также соответствуетъ пространству съ кривизной х', ибо ха-^ 
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рактеристическое равенство (28) преобразуется въ (29), если 
вм'Ёсто со введенъ новую единицу 

Итакъ каждому пространству соотв']^тствуютъ свои системы 
зкомплексныхъ чиселъ. Такъ какъ, обратно, всякую систему 
комплексныхъ чиселъ съ модулемъ операщи умногБен1я можно 
привести къ виду х^-\-х^а} съ характеристическимъ равен- 
ствомъ (28), то каждой систем'Ь комплексныхъ чиселъ въ 
<5вою очередь будутъ соответствовать н^Ькоторня пространства. 
. Припоминая нашу классификащю комплексныхъ чиселъ 
съ двумя единицами и сказанное въ § 45, мы видимъ такимъ 
юбразомъ, что пространствамъ, у которыхъ кривизна не рав- 
няется ни нулю, ни безконечности, а абсолютъ не вырож- 
дается ни въ конусъ, ни въ коническое с4чен1е, соотв^тствуютъ 
системы комплексныхъ чиселъ перваго класса, а простран- 
<^твамъ, у которыхъ кривизна равняется нулю или безконеч- 
ности, а абсолютъ обращается въ коническое сЬчеше или въ 
конусъ— системы второго класса. Дал4е, сопоставляя про- 
странства, у которыхъ ур. абсолюта ии^еть д'Ьйствительные 
коэффиц1енты, съ типами комплексныхъ чиселъ, видимъ, что 
эллиптическому пространству соотв^тствуютъ гиперболичесшя 
системы, гиперболическому — эллпптичесшя, параболическому 
и полярнымъ съ нимъ — параболическ1я. 

Введете въ теор1ю векторовъ системы комплексныхъ 
чиселъ съ модулемъ операц1и умноженхя нельзя оправдать 
какими либо апршрными соображенхями. Значенхе ихъ въ 
теор1и векторовъ будетъ выясняться постепенно въ течен1е 
этой главы, и въ сл'1дуюш,ей мы покажемъ, что воспользовав- 
шись комплексными числами, мы приходимъ къ весьма про- 
стому методу, который позволяетъ намъ открывать новыя 
теоремы механики и геометрхи пространствъ съ постоянной 
кривизной. 

Два весьма важныхъ понят1я связаны съ комплексными 
числами: понят1е о тензор'Ё мотора и понятхе о комплексномъ 
угл*]^ между двумя прямыми лин1ями. Поняпе о тензор']^ въ 
свою очередь связано съ понят1емъ объ оси мотора и винто- 
вомъ направлен1и. Мы уже знаемъ, что называется осью мо 
тора; объяснимъ теперь, что мы будемъ разум^^ть подъ вин- 
товымъ направлешемъ. 

51. Соотв'Ьтствующ1Я и винтовое направлеи1я. — Абсолютъ, 
какъ поверхность второго порядка, представ ляетъ собой ииней- 
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чатую поверхность. Существуетъ дв% системы прямолинейныхъ 
производящихъ абсолюта. Дв*! образующхя по одной изъ каа;- 
дой системы лекатъ въ каждой плоскости касательной къ 
абсолюту и проходятъ черезъ каждую точку абсолюта. Обра- 
8ующ1я одной и той жо систомы не пересекаются между со- 
бой, но каждая образующая одной системы перес^каетъ каж- 
дую образующую другой: пользуясь этнмъ, мы всегда яи^еыъ 
возможность отличать образующхя одной системы отъ обра- 
-зующихъ другой. Мы назовемъ одну систему буквой ^, а 
другую — буквой т. 

Пусть г и ^^ дв^ взаимныя поляры, а,Ь точки пересбче- 
Я1Я г, с,к — точки перес'Ьчен1я е' съ абсолютомъ, (см. чер - 
тежъ 11^; линш ас,ЬЬ и аЬ,Ьс будутъ прямолинейными обра- 
зующими абсолюта, первые дв^ принадлежать къ одной систе- 
ме, скажемъ къ систем']^ 4^, вторыя дв-Ь — къ другой, къ систе- 
м'6 т. Плоскости асЬ^ ЬсЬ, саЬ, ЪаЬ касаются абсолюта въ точ- 
кахъ а,Ь,с,Ь соотв'Ьтственно. 

Чертежъ 11. 




Напомнивъ это, условимся сл']^дующ1я направлен1Я счи- 
тать соответствующими. 

Направленхе прямой и направлеше вращешя вокругъ 
нея будемъ считать соответствующими, если прямолинейная 
образующая, проведенная черезъ начальную точку прямой въ 
ея начальной плоскости принадлежитъ къ системе ^. Такъ, 
направлеше г и направлен1е вращешя вокругъ ^, для кото- 
рыхъ а и аЪс служатъ начальными точкой и плоскостью бу- 
дутъ соответствующими, ибо образующая ас, принадлежащая 
къ системе ^, проходитъ черезъ а и лежитъ въ плоскости 
аЬс. 

Направлеше прямой и направлеше ея поляры будемъ 
считать соответствующими, если образу ющ1я абсолюта, кото- 
рыя соединяютъ начальную точку црямой съ начальной точкой 
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ея поляры и конечную — съ конечной, об* принадлежать къ- 
систем']^ ^. Такъ, направлен|я г и е\ для которБсхъ началь- 
ными точками служитъ а и с, будутъ соотв-Ьтствующими, ибо 
лиши ас и ЬЬ принадлежать къ системе ^. 

^ Направлен1е вращешя вокругъ прямой и направлеше 
вращешя вокругъ ея поляры будемъ считать соотв'Ьтствующими, 
ее ни образук>щ1я абсолюта, по которымъ пересекаются на- 
чальная плоскость прямой съ начальной плоскостью ея поля- 
ры и конечная — съ конечной, об*! принадлежать кь системе 
^. Такъ, направлен1я вращен1я вокругъ г и г\ для которыхъ 
начальными плоскостями ел у жать аЬс и сЬа, будутъ соотв']^т- 
ствующими, ибо лишя ас пересЬчешя этихь плоскостей и 
ЛИН1Я ЬЬ перес'6чеп1я плоскостей ЬаЬ и сЬЬ об^ принадлежать 
кь системе ^. 

Эти услов1я позволяють намь всегда, независимо отъ 
того, будутъ- ли разсматриваемыя прямыя действительны или 
мнимы и будеть-ли ур. абсолюта им']&ть д'1йствительные коэф- 
фищенты или н'бть, опред']^лять соотв%тствующ1я направлешя, 
если выборь той системы образу ющихь, которую мы назовемъ 
системой ^, сд4ланъ, и обратно — различать образующхя, при- 
надлежащ1я кь системе ^, отъ образующихь другой системы, 
если мы яи^ежъ средство опред'Ьлять какую нибудь пару со- 
отв']^тствующихь направлен1й. Напомнимь, что въ § 48 мы 
разсматривали еще одну пару соотв']&тствующихъ направлешй, 
которыя мы назвали перспективными нанравлешями. Присо- 
единяя ихь кь только что перечисленнымь, мы будемъ им^ть 
всего четыре соотв^тствующихъ направлен1я: направлен1я 
двухь взаимныхь полярь и направлешя вращен1я вокругъ 
нихь. Разсматривая чертежь И^, не трудно убедиться, что 
два направлен1я, соотв^тствующхя одному и тому же третьему, 
соотв-Ьтствують одно другому и что всЬ соотв4тствующ1я на- 
правлен1я изменяются на противоположныя, если это случит- 
ся съ однимь изъ нихь. 

Вь т4хъ случаяхь, когда мы им-Ьемь д4ло съ действи- 
тельными прямыми и когда коэффицхенты ур. абсолюта также 
действительны, наши услов1я, служащ1я для того, чтобы раз- 
личать соответствующ1я направлен1я, мы можемь заменить 
другими. Съ этою целью вообразимь себе прямую ^, пере- 
секающую взаимныя поляры е я е' и встречающую абсо- 
лють, если это возможно, вь действительныхь точкахъ, и за- 
ставнмъ эту прямую перемещаться такимь образомь, чтобы 
точка е двигалась по лин1и г, а точка /* по лиши г', иначе 
говоря такъ, чтобы ЛИН1Я ^ оставалась перпендикулярной какъ 
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въ г, тавъ и въ е\ Приаишемъ дин1и ^ онред'Ьленное направ- 
леяге и предположимъ, что точка е перем'Ьщается по прямой 
г въ тонъ направлен1и, которое эта прямая им%ет:ь на своемъ 
участк'Ь вблизи первоначальнаго положешя точки в; точка ^ 
пойдетъ тогда или по направлен1ю къ с, или по направлешю 
въ Ь (см. чертежъ 11^. Въ первомъ случа'6 направлен1е дви- 
жешя точки е и направлен1е вращешя лин1и ^ вокругъ ли- 
ши е будутъ связаны между собой тавъ, какъ связаны на- 
правлен1е поступательнаго и вращательнаго движен1я л'Ёваго 
винта въ своей гайк'Ь, во-второмъ — какъ соотв'Ьтствуюпця 
движев1я праваго (обыкновеннаго) винта. Мы условимся выби- 
рать движен1е точки /' всегда такимъ образомъ, чтобы им^лъ 
жксто первый случай. Всл'6дств1е этого услов1я направлешем'ь 
ЛИН1И г опред'Ьлятся направлен1я движен1я точки /* по лиши 
^' и вращев1я плоскотей аЬ/ и сЬв вокругъ осей г и ^', а 
т^иъ самымъ определятся направлен1я точечнаго ряда, легю- 
щаго на лин1И г', и пучковъ плоскостей съ осями гиг' вблизи 
первоначальнаго положен1я точки /* и плоскостей аЬ/* и сЬв, 
а этими посл'Ьдними въ свою очередь направлен1е линш г' и 
направлен1я вращеш'я вокругъ г и е'. ВсЬ эти направлен1я 
мы будемъ считать соотвЬтствующими. Пояснимъ несколько 
подробн'1е эти услов1я на частныхъ случаяхъ, которые намъ 
могутъ представиться. 

1. Если об1& взаимныя поляры пересЁкаютъ абсолютъ 
въ д']&йствительныхъ точкахъ а,Ь,с,Ь, то прямолинейныя обра- 
зующ1Я ас, аЬ, Ьс, ЬЬ и плоскости касательныя къ абсолюту и 
проведенныя черезъ гиг' всЬ будутъ действительны. Этотъ 
случай можетъ представиться только тогда, когда абсолютъ 
есть поверхность съ действительными прямолинейными обра- 
зующими. Мы можемъ ЛИН1Ю ^ выбрать такъ, чтобы она 
пересекала абсолютъ въ действительныхъ точкахъ. На чертеже 
11^ указаны соответствующ1я направлен1Я въ предположен1и, 
что точка а принята за начальную для лин1и г. Направлен1я 
лиши г и г' и направлен1Я вращешя вокругъ нихъ не на 
всехъ участкахъ одинаковы. 

2. Если одна изъ двухъ взаимныхъ поляръ, напримеръ 
г, пересекаетъ абсолютъ въ действительныхъ точкахъ, а 
другая, ь\ — въ мнимыхъ , то прямолинейныя образующ1я 
ас, аЬ, Ьс^ ЬЬ и плоскости проведенныя черезъ г и касательныя 
къ абсолюту мнимы, а плоскости проведенныя черезъ г' и 
касательныя къ абсолюту действительны. Этотъ случай всегда 
имеетъ место въ пространстве Лобачевсваго и только въ 
немъ. Лишю ^ всегда можно выбрать такъ, чтобы она пере- 

11 



— 162 — 



сбкала абсолютъ въ д'&йствительныхъ точвахъ. На чертеж'Ь 
11, указаны соотв'Ьтствующ1я направлен1я въ предположеши, 
что точка а служить начальной для лин1и е. Направлен1я 
линш 6^ и вращешя вокругъ е везд% одинаковы, но не на 
вс']&хъ участкахъ одинаковы направленхя лин1и е и вращешя 
вокругъ е\ 

3. Если об^ взаимныя поляры е я е' перес^каютъ абсо- 
лютъ въ нникыхъ точкахъ, то ирямолинейныя образующ1я 
ас, аЬ, Ьс, ЬЬ и плоскости проведенныя черезъ е я е^ я ка- 
сательныя къ абсолюту всЬ мнимы. Этотъ случай всегда им-Ьеть 
ъЛсщ если абсолютъ мнимая поверхность (пространство 
эллиптическое) и можетъ представиться также и тогда, когда 
абсолютъ будетъ поверхностью д'Ьйствительной съ действитель- 
ными производящими. Гд'Ь бы мы ни взяли на ^ и г' точки 
ей/* ЛИН1Я б/* будетъ пересекать абсолютъ въ мнимыхъ точ- 
кахъ въ первомъ случае и въ действительныхъ — во второмъ. 
На чертеже 11, указаны соотв^тствующхя направлен1я; на 
вс^хъ участкахъ они одинаковы. 

Чертежъ II. 





2 3 

Совокупность направлен1я прямой и соответствующаго 
направлен1Я вращен1я вокругъ нея мы будемъ называть винто- 
вымъ направленхемъ прямой. Очевидно, что всякой прямой 
можно приписать два противоположныхъ винтовыхъ направле- 
Н1Я и что каждому винтовому направлешю прямой соотв^т- 
ствуетъ определенное винтовое направлен1е ея поляры. 

Когда разсматриваемая прямая и коэффищенты функц1и 
/{хх) (§ 22) действительны, то винтовое направлеше прямой 
мы можемъ характеризовать стрелками поставленными вдоль 
винтообразной лиши, вьющейся вокругъ прямой, подобно 
тому, какъ направлеше прямой мы характеризуемъ прямолиней- 
ными стрелками, лежащими на самой прямой, или рядомъ съ 
ней, анаправлен1е вращен1Я вокругъ прямой — стрелками изъ 
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вебольшихъ дужекъ кругообразной линш, обнимающеВ прямую. 
Намъ можетъ представиться четыре случая. 

1.. Точки перес^Бчевгя прямой и плоскости проведенныя 
черезъ нее и касающ1яся абсолюта мнимы (напр. лин1Я г на 
чертеж* Из). Въ этомъ случа* винтовое направленхе будетъ 
характеризоваться одной лин1ей представленной на черте- 
ж* 12,. 

2. Точки перес4чен1я прямой съ абсолютомъ действи- 
тельны, а плоскости, проведенныя черезъ прямую икасатель* 
выя къ абсолюту, мнимы (напр. лин1я ^ на чертеж'Ь И^). 
Лин]я, характеризующая винтовое направлен1е, представлена 
на чертеж'Ь 12^; гж^съ изображены также дМствительныя 
плоскости касательныя къ абсолюту и проведенныя черезъ 
точки пересЬчешя прямой съ абсолютомъ. 



Чертежъ 12. 





3. Точки перес'6чен1я прямой съ абсолютомъ мнимы, а 
плоскости, проведенныя черезъ нее и касательныя къ абсолюту 
д']&йствительны (напр. лин1я г' на чертеж*]^ 11 2). Винтообраз- 
ныя стрелки, характеризующ1я винтовое направлен1е пря* 
мой, представлены на чертеж* 12,; плоскости, изображен- 
ныя на чертеж*, проходятъ черезъ прямую и касаются 
абсолюта. 

4. Точки перес*чен1я прямой съ абсолютомъ и плоскости, 
проведенныя черезъ прямую и касательныя къ абсолюту, 
действительны (напр. лишягна чертеж* 11,). Винтообразныя 
<стр*лки, характеризующ1я направлен1е прямой, представлены 

11^ 
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ва чертеж*]^ 12/, пдосбости, изображенныя на чертеже, ка- 
саются абсолюта *. 

Чертежъ 12. 





3 4 

Разсматривая эти чертежи, мы зам']^чаемъ, что лин1я, 
которая характеризуетъ винтовое направлен1е прямой, встр*!- 
чая плоскости, касателъныя къ абсолюту и проведенныя черезъ 
прямую или точки перес%чен1Я ея съ абсолютомъ, и переходя 
съ одной стороны какой либо изъ этихъ плоскостей на дру- 
гую, изм'Ьняетъ свой видъ и направлен1е всяюй разъ такимъ 
образомъ, что часть ея и стр']&лки, увазыБающ1Я направлен1е 
и лежащ1Я по одну сторону плоскости, представляютъ какъ 
бы зеркальное отражён1е въ этой плоскости части и стр^^- 
локъ, лежащихъ по другую сторону. 

52. Тензоръ мотора. — Предположимъ, что моторъ у 
им-Ьетг ось ^, и пусть а — векторъ и й — роторъ мотора у для 
точки приведсн1я, находящейся на оси. Приписавъ оси г 
какое нибудь винтовое направлен1е, мы будемъ называть его 
положите л ьнымъ винтовымъ направленхемъ мотора у\ замечал, 
что ЛИН1Я ^, по самому определению оси (§ 41), служить лу- 
чомъ для вектора а и осью для ротора II, примемъ направ- 
лен1я, совокупность которыхъ составляетъ винтовое направле- 
Н1е оси г, за положительныя для вектора а и ротора II. Если 
въ этомъ предположеыи В. есть тензоръ ротора й, О — тен- 
зоръ вектора а, то комплексное число 

* На чертежахъ 12з и 124 видииня части винтообразной лин1я прове- 
дены толстой чертой, части, закрытия одной плоскостью,— тонкой, части, 
закрытый двумя плоскостями,~пунктироз1ъ. 



I 
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принадлежащее въ систем'^ вомплексныхъ чиселъ съ харак- 
теристичесвимъ равенствомъ 

гд'Ь х^ кривизна разсиатриваемаго пространства, мы будемъ 
еавывать тензоромъ мотора у, соотв']&тствующимъ оси ^ и 
выбранному винтовому направлен1ю этой оси. Его мыбудемъ 
означать тавимъ образомъ: Ту, илиТ(^). 

Мы знаемъ, что лин1я ^' полярная съ е служить тавже 
осью мотора у. Когда точку приведен1я возьмемъ на лин1и в\ 
то элементами мотора у будутъ служить вевторъ/? и роторъ 
6 полярные съ Л и а; поэтому, если лин1и е^ мы припн- 
шемъ винтовое направлеше соотв'Ьтствующее ^ и примемъ 
направлешя, изъ сововупности . воторыхъ оно состоитъ, за 
положительныя для вевтора /в и ротора 6, то по теорем']^ 
§ 48 тензоры вектора В и ротора 6 будутъ равняться 

В/ у, и х(?, 

в. тензоръ мотора у, соотв^^тствующ1й направлен1ю е\ будетъ 

уЛ + соВ/а = "^{В + соО). 

Если мы изм'Ьнимъ направлен1е оси г на противоположное, 
то тензоры вевторовъ а и й изм'бнятъ свой знавъ, изм']^нитъ 
свой знавъ и тензоръ мотора у\ новому направленш оси е 
будетъ отв'Ьчать сл'Ьдовательно тензоръ 

—{В^соО), 

а соответствующему направлен1ю г' — 

— ^{В-^соО). 

X 

Итавъ им'&емъ тавую теорему. 

Теорема. — Каоюдой оси отвгьчаетъ два тензора по 
4)дному для каоюдаю направленгя осщ различающгеся одинъ 
отъ другого знакомь. Умноонтвъ тензоръ^ отвгьчающгй нгько- 
торому направленгю одной изъ осеЛу на а>/х=^ — >?, полу- 
чила тензоръ, ошвгьчающШ соотвгът^твуюгцему направленгю 
^я поляры. 
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Модуль и аргументъ тензора мотора мы будемъ назы- 
вать модулемъ и аргументомъ мотора. Тавимъ образомъ мо- 
дуль М и аргументъ А мотора у для того винтового нанрав- 
лен1я ^, которому соотв'Ьтствуетъ тензоръ В-^-соО определя- 
ются формулами 

Замечая, ЧТО для чиселъ — 1,с^/к, — со /у. модули равняются со- 
ответственно 1,г,г, а аргументы ггг7х, Зл'г72х, яг/2у,^ и припо- 
миная, что модуль произведешя равняется произведешю мо- 
дулей, а аргументъ произведен1я сумм* аргументовъ, изъ до- 
казанной теоремы легко выводимъ сл'ЬдуЮ1Д1я свойства модуля 
и аргумента мотора: модули мотора, соотв'Ьтствующхе проти- 
воположнымъ направлен1ямъ одной и той же оси, равны между 
собой, а аргументы различаются на л'г/х; модули мотора, 
отв'Ьчающхе соотв'Ьтствующимъ направлен1ямъ полярныхъ осей, 
различаются множителемъ г, а аргументы — слагаемымъ З.тг/2х. 
Параметромъ мотора называется отношенхе коэффищента 
при со къ вещественной части тензора. Такимъ образомъ па- 
рам етръ мотора у для того направленхя оси г, которому отв*- 
чаетъ тензоръ В 4- «(?, равняется О/ В, Изъ доказанной теоре- 
мы легко вывести, что каждой оси отв4чаетъ только одинъ 
параметръ и что произведенхе параметра для одной оси на 
кривизну пространства равняется обратной величин'6 пара- 
метра для другой оси. Параметръ и аргументъ, отв'Ьчающ1е 
одной и той же оси, какъ видно изъ формулы для аргумента, 
связаны между собой соотношев1емъ 

Въ Эвклидовомъ пространств-Ь, когда х=0, параметръ рав- 
няется аргументу. 

Наше опред'Ьлен1е тензора относится конечно только къ 
мотору, который им^етъ ось, и не прим'Ьнимо въ пространствФ- 
безконечно большой кривизны, ибо характеристическое равен- 
ство для такого пространства обращается въ о>^=оо. Но мы 
уже обращали вниман1е, что н^тъ надобности отдельно изу- 
чать пространство безконечно большой кривизны, потому что 
всЬ свойства его связаны принципомъ двойственности со свой- 
ствами пространства, кривизна котораго равняется нулю, 
и весьма легко выводятся изъ этихъ посл'бднихъ. Бели бы^ 
однако, мы захотели самостоятельно изсл'бдовать простран- 
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ство безБОвечно большой кривизны, то мы могли бы ИЗМ'^^НИТЬ 
опред'Ьлеше тензора тавимъ образомъ, что оно будетъ пряжк- 
нимо и Бъ этому пространству, мы должны были бы назвать 
тензоромъ мотора у не число В-^сэО^ а число 

а + а'В, 

принадлежащее къ систем'^ комплевсныхъ чиселъ съхаравте- 
ристичесвимъ равенствомъ 

которое для пространства безБОнечно большой кривизны обра- 
щается въ б?'*=0. Это опред^ленхе въ свою очередь было бы 
неприм'Ьнимо БЪ пространству съ Бривизной равной нулю. 

Опред-Ьливъ понятхе тензора, перейдемъ теперь бъ выясне- 

Н1Ю П0НЯТ1Я о БОМПЛеБСНОМЪ угл'6. 

53. Углы и разстоян1я нежду прямыми лин1ями. — Возь- 
мемъ дв'1 прямыя а я /в БаБъ угодно расположенныя въ про- 
странств* и построимъ ихъ поляры а' и /в\ Лишя, пересЬ- 
вающая а и а', будетъ перпендилулярна бъ той и другой 
(§ 23), ЛИН1Я, пересЬБающая /5 и /?'. будетъ перпендиБулярна 
бъ важдой взъ нихъ. Поэтому лин1я, пересЬБающая ъ(^Ъ че- 
тыре ЛИН1И а^о^^Вф\ будетъ одновременно. перпендиБулярна 
къ а и ^, и таБъ БаБъ можно построить дв% лин1и, переев- 
кающ1я четыре данныхъ, то для двухъ лнн1й а и у^ мы 
им'Ьемъ два общвхъ перпендикуляра. Эти общ1е перпендику- 
ляры мы будемъ называть также лишями кратчайшихъ раз- 
СТ0ЯН1Й между а и /?. Очевидно, что они будутъ взаимными 
полярами, ибо если дв'б прямыя пересекаются, то и поляры 
ихъ пересЁкаютсл, и поляра прямой, встр'^Ьчающей лин1и 
аф^а}^\ должна пересечь лин1и а^^3\а^^^ т. е. т* же четыре 
ЛИН1И, какъ и первая. 

Пусть ^ и г' лиши кратчайшихъ разстояшй между а и /? 
и пусть ЛИН1И а и /3 пересЬкаются съ г въ точкахъ а к Ъу 
а съ е' — въ точкахъ й ж е (см. чертежъ 13). Припишемъли- 
ншгивращешю вокругъ нея соотв'Ьтствующхя (§ 51) направ- 
лен1я. Принявъ ихъ за положительный направлен1я для векто- 
ра аЬ, началомъ которому служитъ перес]&чен1е а съ г, а 
концомъ — перес^чен1е ^ съ г, и для ротора ЛаЬву началомъ 
которому служитъ плоскость ЛаЪу проходящая черезъ а ж €у 
а концомъ — плоскость а&б, проходящая черезъ /? и г, мы бу- 
демъ называть длину 6 вектора аЪ разстоян1емъ, а уголъ в 
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ротора €1сЛ)е — угломъ между л и /5, соотв-Ьтствующими пер- 
пендикуляру г и выбранному винтовому направленхю его. 
Если бы это посл'Ьднее мы изменили бы на противополоакное, 
то для разстояшя и угла между а и /в мы получили бы 
дначен1Я 

—6 и—ву 

ра8личающ1яся отъ значен]й, соотв^тствующихъ первоначаль- 
ному направлен1Ю ^, только знакомъ: это сл'бдуетъ изъ того, 
что длина вектора и уголъ ротора м'Ьняютъ свой знакъ съ 
перем:Ьной ихъ положителънаго направленгя на противопо- 
ложное. Второму перпендикуляру €' также будутъ соотв-^^т- 
ствовать два угла и два разстоян1я: разстоян1я равняются 
длин'Ё вектора Ле, а углы — углу ротора аЛёЬ. Такъ какъ 
векторы аЬ Е Ле полярны съ роторами аЛёЬ и ЛаЬе^ то, при- 
поминая сказанное въ § 48, увидимъ, что разстояшя и углы 
между а и уб, соотв:Ьтствующ1е перпендикуляру б\ равняются 

причемъ должны быть взяты верхнхе знаки, если лин1И ^' 
припишемъ винтовое направлен1е соотв'бтствующее первона- 
чальному направлен1Ю г, и нижше въ противномъ случае. 

Чертежъ 13. 




Итакъ между двумя прямыми лин1ями четыре угла и 
четыре разстоян1я; каждому общему перпендикуляру соотв^т- 
ствуетъ два угла и два разстоян1я, различающ]еся между 
собой только знакомъ. 

Обратимъ вниман1е на сл&дующ1я свойства угловъ и 
разстояв1й между двумя прямыми. 

1. Такъ какъ длина вектора и уголъ ротора могутъ 
им'Ьть безсчисленное множество значешй, различающихся на 
величины л'/А;^ и тг/к^^ то разстоянгя и углы между двумя 
прямыми опред^Ьляются до величинъ кратныхъ отъ тг/к^ и тс/к^ 
соотв'бтственно. 
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2. Углы и ра8Стоян1я между двумя прямыми зависятъ 
отъ посл'Ьдобательяости, въ которой мы беремъ прямыя: такъ какъ 
длина вектора и уголъ ротора изм'Ьеяютъ свой знакъ съ пе- 
ременой направлешя вектора и ротора, то разстоян1я и углы 
между а и /? отличаются отъ соотв'Ьтствующихъ разстояшй 
и угловъ между /? и а знаками. 

3. Если ЛИН1Я у пересЬкаегь лин1и г и г' въ точкахъ 
•с и /*, то три ЛИН1И а^В^у будутъ им'Ьть два общихъ перпен- 
дикуляра. Означая на время черезъ \аЬ\ [&с], \ас\ длины векторовъ 
об, 6с, ас черезъ, \ЛаЬё\^ [вЬс/*], \Аас[^\ углы роторовъ 
АаЬе^ еЩ^ Лас( по доказанному въ §§ 46, и 47,, им'бемъ 

[аЬ]-1-[Ьс]=[ас] 

Такимъ образомъ, если три прямыя лин1и им']^ютъ общШ пер- 
пендикуляръ, то углы и разсгоян1я между ними, соотвЪтствую- 
щ1е одному и тому же перпендикуляру, обладаютъ свойствомъ 
сложимости. 

4. Если линш а и у? пересекаются и точки (2 и с сли- 
ваются, то ЛИН1Я г' проходитъ черезъ точку пересечен1я ли- 
Я1Й ^ и /? и перпендикулярна къ ихъ плоскости, а лин1я г 
лежитъ въ этой плоскости и служитъ полярой точки встречи 
а ъ ^ относительно кривой 6> второго порядка, по которой 
плоскость ЛИН1Й а и 1^ пересекается съ абсолютомъ. Разстоя- 
ше, соответствующее перпендикуляру г' и уголъ, соответ- 
€твующ1й перпендикуляру г, равняются нулю, и, говоря о раз- 
стояшй и угле между а и >б, мы подразумеваемъ всегда 
разстояше и уголъ отличные отъ нуля. Означая по прежнему 
черезъ а и Ь точки пересечен1я ^ съ абсолютомъ и замечая, 
что пучекъ плоскостей ^'а, г'а, ^'6, г'Ь перспективенъ съ пучкомъ 
лучей са, еа, с6, сЬ, мы имеемъ 

б'(аЬаЬ)=с(аЬаЬ) 
и уголъ между прямыми а и >^ 

мы можемъ представить въ виде 

^ 1о8с(аЬа6) = ^ 1о8(аЬаЬ) . 
Такъ какъ лин1и са и еЬ очевидно касаются кривой 5, то мы 
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видинъ, что уголъ между прямыми, лежащими въ одной пло- 
скости, можно выразить черезъ ангармоническое отношеше 
отихъ двухъ ЛИН1Й и ЛИН1Й, проведенныхъ черезъ точку ихъ 
перес^чен1я и касательныхъ къ кривой, по которой плоскость 
прямыхъ пересЬкается съ абсолютомъ. 

5. Лин1и гиг' служатъ общими перпендикулярами не 
только для лин1й а и /?, но и для линШ ае и ЪЛ. Углы Лае 
и ЛЪе между лин1ями с1а я ае^ ЛЬ и Ъе изм']^ряются поэтому 
однимъ и т^мъ же угломъ в между плоскостями ЛаЬ и еаЬЕ 
стало быть равны между собой. Замечая, что линш Ла и еа^ 
ЛЬ и еЬ мы можемъ разсматривать какъ лин1и перес']&чен1Я 
плоскостей ЛаЬ и есгЬ съ плоскостями аЛе и ЬЛе перпенди- 
кулярными къ нимъ и къ ЛИН1И г, мы видимъ такимъ обра- 
зомъ, что уголъ (и разстоянхе) между двумя прямыми по ко- 
торымъ дв*Ь плосЛости пересЬкаются третьей къ нимъ пер- 
пендикулярной не зависитъ отъ положен1я этой посл']&дней. 
Точки Лив, находясь на поляр-Ь лин1и г, будутъ перпенди- 
кулярны къ точкамъ а ж Ь этой лин1и. Такъ какъ углы 
Лае и ЛЬе равны, то мы можемъ сказать, что уголъ (и раз- 
стоян1е) между двумя прямыми, соединяющими дв1; данныя 
точки съ третьей къ цимъ перпендикулярной не зависитъ отъ 
положен1я этой посл']&дней. 

Мы видели, что углы и разстоян1Я между двумя прямы- 
ми могутъ ии'Ьти безчисленное множество значен1й, различаю- 
щихся на величины л"/Л, и л'/к^ соответственно. Мы пока- 
жемъ теперь, что въ тФхъ случаяхъ, когда разсматриваемымъ 
прямымъ или вращен1ямъ вокругъ нихъ мы приписываемъ 
направлен1Я, возможно ввести та1С1я услов1я, который позво- 
ляютъ углы и разстоян1я между двумя прямыми сд^Блать бо- 
л'Ёе определенными. 

54. Углы и разстоян1Я между направлен1яяи. — Пусть мы 
им^емъ три вектора ох, оу, о^, лежащхе въ одной плоскости. 
Означивъ цифрами 1,2,3,4 вершины координатнаго тетраэдра, 
мы примемъ плоскость, въ которой лежатъ векторы ох^ оу^ оз 
за плоскость 123, точку о, общее начало векторовъ, — за вер- 
шину 3 и возьмемъ точки 1 и 2 на поляре точки 3 относи- 
тельно кривой /8^ второго порядка, по которой плоскость 123 
пересекается съ абсолютомъ. Въ силу этого послед няго у сло- 
В1я плоскость О: 



0^=а^^ , 0^=а^^ , 0,=а„ , 0,=а 



43 



полярная съ точкой о(0,0,1,0) должна пройти черезъ точки 
1,2 у и следовательно при нашемъ выборе координатнаго те- 
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траэдра коэффищенты а,з ^ ^2з УР- абсолюта должны быть 
равны нулю. Поэтому, замЬчая, что координата х^ точки х 
равняется нулю, мы им']^емъ 

/{хх)=а,,х,^'\'2а,,х,х^'^а,^х,^'^а,^х^\ 
и зат-Ьмь по (10) 



к «язЧ^З/ ^33 Ч-^'з/ \^3/ ^33X^3/ 

Разложивъ квадратичную функщю, стоящую подъ знакомь 
корня, на два линейныхъ множителя 

«ззЧ^з/ «зз\^'з/\^з/ ^ззЧ^з/ 

И положнвъ для краткости 

•*з -^-з ''З •'■3 

мы можемъ представить Т^^ въ вид* 

*.Т.х=1/^. (31> 

Услов1емъ (30) величины и^^г\^и^,V^ определяются еще не 
вполне, и мы всегда можетъ сделать и^=^V^. 

Опред^лимъ, дал'^е, уголъ между прямыми о1 и лучомъ 
вектора ох. Общими перпендикулярами къ этимъ лишямъ 
служатъ ЛИН1Я проведенвая черезъ о и перпендикулярная къ 
плоскости 126 и лин1я 12, лежащая въ этой плоскости и по^ 
лярная съ первой. Выбравъ направлен1е одного изъ этихъ 
перпендикуляровъ, припишемъ соответствующее направлеше 
другому. Если а и Ь суть точки пересечен1Я линш 12 съ 
кривой б^, а — начальная, Ь — конечная, то лин1и оа и оЬ бу- 
дуть касательными проведенными изъ о къ ^$, и, означая бук- 
вой а пересЪчеше од; съ 12, мы будемъ им$ть для опред^' 
лешя угла и между о1 и ох формулу 

и = -Аг-\о§ о{аЫа) =~\оё{аЫа) . (32> 

2%гС^ 21л 2 
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Зам']&чая, что ур. коническаго с%чен1я ;9 таково: 

мы легко вычкслимъ координаты точекъ а и Ь и построимъ 
следующую таблицу координатъ 

а V,—V,, О, 0; 11, О, О, 0; 
Ь и^^ — и^ О, 0; а ж^,а;,, О, 0. 

Зат^мъ, принявъ во вниман1е равенство и^^=V^^ найдемъ 

и ^=^Ь5^^^- (33) 

Р4шая'ур. (31) и (33) относительно г*^ и «;^, получимъ 

«х==ь*.Т„у^ , *;,-=ьй.т„,в-*.", (34) 

причемъ въ об^ихъ формулахъ должны быть взяты или 
верхше, или нижн1е знаки. Мы знаемъ, что по формул'Ь (33) 
и опред'Ьляется только до величинъ кратныхъ отъ ггД,. Такъ 
какъ вторыя части посл']^днихъ равенствъ м^^няютъ свой знакъ 
съ изм'^Ьнешемъ и на величину гг/к^^ то веб вначен1я и иы 
ножемъ распределить въ два ряда такимъ образомъ, что для 
значенШ, принадлежащихъ къ одному и тому же ряду въ 
формулахъ (34) мы будемъ им'Ьть верхше знаки, а для зна- 
чеши другого ряда — нижнхе. Очевидно, что члены одного и 
того же ряда будутъ различаться на величины 

2ПЛ-/А;,, 

гд4 п ц'Ьлое число, и будутъ отличаться отъчленовъ другого 
ряда на величины 

(2п + 1)п/*,. 

Вторыя части равенствъ (34) м'Ьняютъ свой знакъ также 
одновременно съ Т^^, т. е. съ перем'Ьной положительнаго на- 
правлен1я вектора ох на противоположное. Поэтому, если мы 
условимся выбирать для и только так1я значен1я, которыя 
удовлетворяютъ ур. 

^.=*11охв*^'" , ^,=А1Тох«"'*-% (35) 
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то и определится до величивъ вратныхъ отъ 27Г/к^ и будетъ 
изменяться ва величину тг/к^ съ переменой направлен1я лу- 
ча ох на противоположное. 

Означая черезъ Ь точку перес4чен1я луча оу съ линхей 
12, мы имеемъ для угла V между о1 ш оу 

V=А^Аоё{аЫЬ), (36) 

Если мы будемъ выбирать для V только т^ значешя, бото- 
рыя удовлетворяютъ ур. 

и^,=к,Т^е^'^- , V^=к,Т,^е'^^^- (37) 

гд* ^г=^1?+^27' ^г=^1?'+"^*?' 

-^ У-л Ул -^ Уз Уз 

подобнымъ (35), то уголъ V будетъ обладать такими же свой- 
ствами какъ и уголъ и. 

Зная углы и ш V, ии можемъ вычислить и уголъ (хоу) 
между лучами ох и оу. Общими перпендикулярами къ лучамъ 
ох и оу служатъ лин1я перпендикулярная къ плоскости этихъ 
лучей и лишя 12, т. е. т* же дв4 лин1и, которыя служатъ 
общими перпендикулярами и для паръ лиши оа;ио1, оуио1. 
Поэтому уголъ (хоу) будетъ определяться формулой 

(хоу) =-^1ое о(аЪаЬ) = -^1о8(аЬаЬ) (38) 

И въ силу известнаго соотношен1я 

(аЫа)(аЬаЬ)=(аЫЬ), 

будетъ связанъ съ углйми и ъ V уравнен1емъ 

и'^{xоу)=^V, 
Бзъ котораго (xоу)=V — и. (39) 

Разсматривая уголъ (хоу) вычисленной по этой послед- 
ней формуле въ предположен1и, что п т V определены по 
ур. (37) и (35), мы увидимъ, что кроме свойствъ общихъ 
всемъ угламъ между двумя прямыми лин]ями изменять свой 
знакъ съ переменой последовательности самыхъ прямыхъ и 
Баправлев1й общихъ къ нимъ перпендикуляровъ онъ имеетъ 
еще и следующ]я. Во-первыхъ, такъ какъ углы и "л V опре- 
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д^ляются до величинъ кратныхъ о-^ъ 1^1к^^ то до т4хъ же 
величинъ определится и уголъ {хоу). Во-вторыхъ, если иы 
шж^шавъ направлен1е луча ох на противоположное^ то уголъ 
и и8М']Ьнится на гт/А;^, что повлечетъ за собой и изм'Ьнеше 
угла {хоу) на ту же величину; также вл1яетъ на уголъ {осоу) 
и направлеше луча оу. Такимъ образомъ {хоу) формулами 
(35), (37) и (39) опред'Ьляется до величинъ кратныхъ отъ 
27г/к^ и зависитъ не только отъ относительнаго положензя 
лиши ох и оуу но и отъ направлешй, приписываемыхъ этимъ 
лншяиъ, и мы, желая подчеркнуть это посл'бднее обстоятель- 
ство, будемъ называть его угломъ между направленгями лучей 
^ох и оу. 

Обратимъ вниманхе еще на сл'6дующ1я весьма важныя 
свойства угла между направлен1ями лучей, лежащихъ въ 
одной плоскости. 

1. Уголъ {хоу) между направлешями лучей ох и оу не 
зависитъ отъ положен]я вспомогательной лиши о1, проведен- 
ной въ ихъ плоскости, ибо съ одной стороны, какъ видно изъ 
формулы (38), ни одно изъ бозыожныхъ для него значен1й не 
зависятъ отъ положен1Я этой лин1и, а съ другой, какъ видно 
изъ (32), (36) и (39), съ изм'Ънен1емъ положешя лин1и о1 онъ 
можетъ изм'Ьняться только непрерывно. 

2. Означивъ черезъ 14) уголъ между о1 и лучомъ о/, 
опред'Ьлимъ его изъ равенствъ 

^.=КТ^о/'^''. ^.=Л,Те>.«""'^«", (40) 

*3 *3 ^3 ^3 

Зная уголъ гОу изъ соотношентй 

и + {хог)^=у)^ V -4- {уог)=^го (41) 

мы можемъ найти углы {хог) и {уог) между направлешями 
лучей ох и 0^, оу и ог. Сопоставивъ эти равенства съ (39), 
выводимъ 

{хоу) 4- {у01!)={хо2;) , (42) 

и видимъ такимъ образомъ, что углы между направлешями 
лучей, лежащихъ въ одной плоскости, обладаютъ свойствомъ 
сложимости. 

3. Предположимъ, что лучи ох и оу совпадаютъ и что 
,ох=оу. Если лучи ох и оу им']^ютъ одинаковое направлен1е, 
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то Т^^=Т^^, и изъ формулъ (35), (37) и (39) мы им-Ьемь 

и=V^ (оооу)=V — и=0. 

Если же направлешя лучей ох и оу противоположны, то 
Т^^.= — Т^^, и т* же формулы даютъ намъ 

Такимъ образомъ уголъ между направлен1ями двухъ совпа- 
дающихъ лучей равняется нулю, когда направлен1я ихъ оди- 
наковы, и гг/А;^, когда они противоположны. 

Показавъ возможность опред'Ьлять уголъ между направ- 
лен1ями лучей, лежащихъ въ одной плоскости, до величинъ 
кратныхъ отъ 27т/к^ и обнаруживъ н']Ькоторыя его свойства, 
мы выведемъ ниже (см. § 60) правило, которое позволяетъ 
определять этотъ уголъ безъ помощи ур. (35), (37) и (39), а 
теперь обратимся къ и8СЛ'Ьдован]ю общаго случая, когда раз- 
•сматриваемыя прямыя не пересекаются. 

Пусть а и /^ две прямыя какъ угодно расположенныя 
въ пространстве. Приписавъ общимъ къ нимъ перпендику- 
лярамъ е и е^ соответствующ1я направлен1я, назовемъ уголъ 
-и разстоян1е между а и /5, отвечающ1е перпендикуляру г, че- 
резъ /? и сР, уголъ и разстояше между а и ;?, отвечающ1е 
перпендикуляру е\ черезъ в^ и 6^. Мы знаемъ, что углы 
в и д', равные угламъ роторовъ ЛаЬенаЛеЪ (см. чертежъ 13), 
определяются до величинъ кратныхъ отъ л'/Л,, а разстоян1я 6ж6\ 
равные длинамъ векторовъ аЬ и (2б, — до величинъ кратныхъ 
отъ Л'/Лр а потому въ силу соотношешй (см. § 48) 

к,^=к,в\ к,&=к^в (43) 

•имеемъ в=в^-^штг/к^ , в^=в^+п7Г/к^у 

^^б^-^-птт/к^ , &=&^^ -^ттг/к^, 

где 0^,Л^^0^\6^ представляетъ собой каюя нибудь изъ значе- 
Н1Й 0,^^в',^\ связанныхъ соотношен1ями 

\о^=к^в^ , К^о'—К^о 

подобными (43), а п и т кашя нибудь целыя числа. 

Припишемъ теперь лишямъ а -л ^ определенныя на- 
правлешя. Припишемъ также какое нибудь направлеше лин1И 
.ов и замечая, что 
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опред']&димъ числа п ш ш ьъ выражешяхъ в и в^ такимъ 
образомъ, чтобы углы в я в' были углами между направле- 
Н1ЯМИ лучей а ж ае, ае и /9 соотв-Ьтственно. Опред-Ьливъ 
8ТИМИ услов1Ями углы в Ж & ДО вбличинъ вратныхъ отъ 
2л"/й„ а ра8Стоян1я (У и <5' до величинъ кратныхъ отъ2л"/Л1, 
разсмотримъ какими свойствами они будутъ обладать. 

1. Если мы изм'Ьнимъ направлен1е ае на противополож- 
ное, то углы в ъ & изменятся на я'/й^, а разстоян1я (5 и 6^ 
на тг/к^. Такъ какъ лин1я ае служить вспомогательной при 
опред%лен1и угловъ и разстоян1й между а и /?, и по данннмъ 
направлен1ямъ а и /? мы не можемъ отличить одного направ- 
лен1я ЛИН1И ае отъ другого, то мы можемъ сказать, что углы 
и ра8Стоян1я между прямыми а и /?, которымъ мы приписы- 
ваемъ направлен]я, опред'Ьляются настолько, что мы можемъ 
одновременно изм-Ьнить углы на величины Л'/А;, и разстоян1я 
на величины Л"/А;^. 

2. Определяя углы и разстоян1я между а и /?, мы поль- 
зовались вспомогательной лин1ей ае\ но очевидно, что съ тою 
же ц'Ьлью мы могли бы воспользоваться и линхей дЬ. кото- 
рая къ лин1ямъ а и >(? находится въ такомъ же отношеши, 
въ какомъ и ЛИН1Я ае. Мы покажемъ ниже, что углы в и в\ 
оаред']^ленные помощью лин1и йЬ, или нич'1мъ не отличаются 
отъ угловъ, опред^ленныхъ помощью лин1н ае, или же оба 
отличаются отъ этихъ посл-Ьднихъ ва величины ^т/к^. И по- 
тому, принимая во вниманзе только что сказанное о пред'Ёлахъ, 
до которыхъ опред-Ьляются углы между прямыми а и /?, мы 
видимъ, что замена лин1и ае лин1ей йЪ не вл1яетъ на углы 
в ж & ж разстоян1я $ ж 6' (см. § 61). 

3. Изм']^нимъ направлен1е одной изъ лин1й а,/9, напри- 
м4ръ /?, на противоположное. Тогда уголъ & и разстоявхе 6 
изменятся на л^/Л^ и гг/Л^ соответственно. Но мы вид4ли, 
что в,5',(У,^' определяются лишь настолько, что мы можемъ 
одновременно изменить углы на я'/А;,, а разстояйя на Л"/А\, 
а потому можно вернуть в' и гУ къ ихъ первоначальному 
значешю, которое они им^ли до перемены направлешя линш 
/?, изм^низъ в и 6^ такъ, что новыя ихъ значешя будутъ 
отличаться отъ старыхъ на л"/й;, и :1т1к^ соответственно. Та- 
кимъ образомъ, когда изменяется направлешо лин1и;6', уголъ, 
соответствующ1й одному изъ общихъ къ а и у5 перпендику- 
ляровъ, и разстояше, соответствующее другому, изменяются на 
гг/Ад и я"/А;^, а другой уголъ и другое разстоянхе остаются 
бевъ перемены. Таково же вл1ян1е и направлен1я а. Желая 
подчеркнуть зависимость угловъ в я в' а разстояшй д ш д^ 
отъ направлен1й, приписываемыхъ лин1ямъ а я ^3, ти будемъ 
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называть ихъ 7^*^^^^ ^ разстоян1ями между направлешями 
а и у5. 

4. Вс1'Ьдств1е нашего услов1я приписывать перпендику- 
лярамъ г и б' соотв']&тствующ1я направлен1я, съ переменой 
направлен1я одного будетъ и8М']^нять свое направлен1е и дру* 
гой. Но знакъ угла в зависитъ отъ направлен1Я г, а знавъ 
в^ отъ направлен]'я в\ а потому съ перем'^ной направлен1я 
одного изъ перпендикуляровъ будутъ изм'Ьняться знаки какъ 
угловъ ^,^' таЕЪ и разстоянхй 6^6\ 

5. ИзнЬнимь, наконецъ, посл^Ьдовательность лучей а и/?. 
Уголъ между /? и а, соотв'6тствующ1Й перпендикуляру г, рав- 
няется углу еай между лучами ае и а, а уголъ — соотв4т- 
ствующ1й перпендикуляру г' равняется углу Ъеа между луча- 
ми /? и ае. Но мы знаемъ, что углы Лае и аеЬ отличаются 
отъ угловъ еаЛ и Ьеа только знаками, а потому углы и раз- 
СТ0ЯН1Я между /? и а будутъ отличаться отъ угловъ и раз- 
СТ0ЯН1Й между а и /? также знаками. 

6. Если ЛИН1Я у пересЬкаетъ лиши е и г' въ точкахъ 
с и /*, то лиши г и е' будутъ "общими перпендикулярами къ 
тремъ лин1ямъ а^в^у. Приписавъ лиши у какое набудь на- 
правленхе, опред'Ьлимъ углы (л^б')е, С^/)в, (л/)б между -на 
правлен1ями а и /?, /? и у^ .а и у^ соотв-Ьтствующхе перпен- 
дикуляру г. Такъ какъ эти углы могутъ отличаться только 
на величины я'/й, отъ угловъ между прямыми аи/?, /(?и у^ 
ату, *а эти посл'Ьдн1е обладаютъ свойствомъ сложимости, 
то мы будемъ им-Ьть одно изъ двухъ: 

а 

ИЛИ («/?)« + (/5у)в=(а/)е, (44) 

или (ау5) е ч- С^/) е=(а/) 8 -+- я/к^ . 

Если ЛИН1Ю у мы будемъ перем'^^щать такъ, чтобы она 
пересекала постоянно лиши г иг', то углы {ау)е^ (/^/)в ^У- 
детъ изменяться непрерывно, а разность {а^в) в -н фу) е — («у)в , 
для которой возможны только два 8начев1я будетъ оставаться 
постоянной. Но эта разность обращается въ нуль, когда лишя 
у совпадаетъ съ /?, ибо тогда 

или (а/)в=(а;5)е , С^/)е=0, 

или {С1у)г={сг/3)ш^я/к^, (/у)е=я'/А,; 

следовательно каково бы ни было голожеБ1е лин1и у всегда 
между углами {а^8)в^ ^//)в) (^/)« мы имеемъ соотвошеше 
(44). Такова же зависвмость и нежду углами состьетствующими 
перпендикуляру е\ Втакъ углы, а бъ силу (43) и ра8Стоян1я 
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между направленхями прямыхъ обладаютъ свойствомъ ело- 
жимости. 

Резюмируя теперь все сказанное, мы приходимъ къ 
такому результату. 

Углы и разстояшя между направленхями двухъ лучей 
а и у5 определяются настолько, что мы можемъ только одно- 
временно изм']^нить углы на ггД',} & разстояшя на Я'/А;^ Они 
зависятъ: 1, отъ последовательности лучей а и /5 и направлешя, 
приписываемаго одному изъ общихъ къ а и /? перпендикуля- 
ровъ: съ перем'&ной этого направлен1я и съ шги^яевгежъ 
посл'Ёдовательности лучей а и ^ они вс^ изм'Ьняютъ свой 
знакъ, 2, отъ направлешя самихъ лучей а и /в: всяшй разъ, 
когда мы изм'бнимъ направлен1е одного изъ лучей на про- 
тивоположное, уголъ, отвёчающхй одному изъ перпендикуля- 
ровъ, и разстояше, отвечающее другому, изменяются на гт Л, 
и я/к^. Углы и растоян1я между направлешями лучей обла- 
даютъ свойствомъ сложимости. 

Мы разсматривали до сихъ поръ прямую какъ лучъ, 
соединяющ1й две точки и несущ1й точечный рядъ, последо- 
вательностью точекъ котораго характеризуется направлеше 
луча. Но мы можемъ разсматривать прямую также какъ 
лишю пересечен1я двухъ плоскостей, служащую осью пучка 
плоскостей, последовательностью которыхъ характеризуется 
направлеше вращенгя вокругъ прямой, и тогда, видоизменяя 
все разсуждон1я этого параграфа согласно съ принципомъ 
двойственности, мы придемъ къ такому разультату. 

Углы и разстоян1я между осями а л /3, вращен1ямъ 
вокругъ которыхъ приписаны направлен1я, определяются на- 
столько, что мы можемъ только одновременно изменить углы 
на л"/й;,, а разстояшя на тт/к^. Они зависятъ: 1 , отъ последо- 
вате.^ьности осей а и /? и направлен1я, приписываемаго вра- 
щешю вокругъ одного изъ общихъ къ а и /? перпендикуля- 
ровъ: съ переменой этого направлен1я на противоположное 
и съ изменен1емъ последовательности осей а и /? они все 
меняютъ свой знакъ, 2, отъ направлешя вращен1я вокругъ 
€амихъ осей а и /?: всяк1й разъ, когда мы изменимъ направ- 
леше вращен1я вокругъ одной изъ осей на противоположное, 
уголъ, соответствующ1й одному изъ перпендикуляровъ и раз- 
€тоян1е, соответствующее другому, изменятся на ж/к^ и тт/к^ . 
Они обладаютъ свойствомъ сложимости. 

Итакъ углы и разстоян1я между двумя прямыми стано- 
вятся более определенными, когда мы припишемъ этимъ 
лишямъ или вращешямъ вокругъ нихъ некоторыя направ.7е- 
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е1Я. Намъ остается еще рЬшить вопроеъ: будутъ ли вл1ять 
на значешя угловъ и разстоян1й между двумя прямыми выборъ 
той или другой изъ двухъ вышеуказанннхъ точекъ зрЬшя. 
Покажемъ, что углы и разсгояе1я будутъ одинаковы, если 
вращев1ямъ воБругъ прямыхъ мы приаисываемъ нааравлен1я 
еоотв-Ьтствующтя въ смысл Ь § 51 нааравлен1ямъ самихъ пря- 
мыхъ. Въ самомъ д^л*, пусть /?,,#/Д,(^/суть углы и разстоя- 
шя между осями а и /?, вращенхя вокругъ которыхъ соотв1Ьт- 
ствуютъ направлешямъ лучей а и /?. Тавъ какъ величины 
в,в\Лу6^ и величины ^1,^1',^!,^/ равняются величинамъ 
^п^о^^п^^о или отличаются отъ нихъ на тт/к^ и ^/к^^ то н 
вув\(^,а или будутъ равны ^ц^/,^!,^/, или будутъ отли- 
чаться отъ нихъ на л"/Аг, и гг/А^. Но съ перем-Ьщенгемъ ли- 
ши /? углы в ти в^ изменяются не прерывно, .поэтом у разность 
между ними должна оставаться постоянной, а такъ какъ 
/?=^1=0, когда ЛИН1И а е ^ совпадаю гъ, то и всегда в=в^. 
Также докажемъ, что &=в^\ ^=^^х^ сУ'=с^/. 

Разсмотримъ теперь значев1Я угловъ и разстояшй между 
прямыми ЛИН1ЯМИ въ н'бкоторыхъ случаахъ, а именно когда 
он'Ь параллельны. 

55. Параллельный лин1и. — Дв1& прямыя линш называются 
параллельными, если он'Ь перес^каютъ одну и ту же пару 
прямолинейныхъ образующихъ абсолюта; эти послЬднхя мы 
будемъ называть директрисами параллельныхъ. Мы можемъ 
различать два вида параллельныхъ: директрисы параллель- 
ныхъ принадлежатъ къ одной и той же сисгем^ прямолиней- 
ныхъ образующихъ обсолюта, директрисы параллельныхъ при- 
надлежатъ къ различнымъ системамъ. Въ первомъ случа']^ 
пераллельныя называются С -параллельными или параллель- 
нымЕ( СИбог^'а, во вгоромъ — Л-параллельными или параллель- 
ными Лобачевскаго. 

Разсмотримъ сначала свойства С-паратлельныхъ. Мы 
^удемъ называть дв'Ь параллельный С11№)г(1'а 4^-парал тельны- 
ми или л^во-параллельными, если ихъ директрисы принад- 
лежатъ къ систем* Г} (§ 51), и — 7?-параллельными или право- 
параллельными, если директрисы ихъ принадлежатъ къ си- 
стем* ^. 

1. Пусть некоторая прямая а пересЪкаетъ абсолють въ 
точкахъ а^ и а^ и пусть ^1,^25^1»^» прямолинейныя образую- 
щ1я абсолюта, проходящ1я черезъ а^ и а^, первыя дв* изъ 
системы ^, а вторыя — изъ системы т;. Прямыя ^-параллельный 
€ъ а пересЬкаютъ лиши т?! ,173 и образ уютъ конгруэнщю двухъ 
.линейныхъ комплексовъ* съ директрисами т^рГ^^; также прямыя 
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7;-параллельныя съ а образуютъ конгруэнцш съ директриса- 
ми ^1,^2- Чврезъ произвольно взятую точку I/ проходитъ одна 
прямая у5, пересЬкающая т^^^г^^ и одна прямая у^ пересЬкаю- 
щая ^^1,^,; следовательно къ данной лин1и а терезъ данную 
точку можно провести дв* С-параллельныхъ, одну ^-, а дру- 
гую г-параллельную. Въ произвольно взятой плоскости есть 
одна ЛИН1Я, пересекающая ^^,4^2' ж>дна лин1я, пересекающая 
г\^;г,^\ следовательно къ данной лин1и а въ данной плоскости 
можно провести также дв* С-параллельныя, одну ^-, а дру- 
гую г-параллельную (см. чертежъ 14). 

Если лишя а касается абсолюта, то точка а^ совпадаетъ 
съ а,5 а прямыя ^25^2 ^^ прямыми ^^г^. Лиши, пересЬкаю- 
Щ1Я ^1,^2 обращаются въ касательныя къ абсолюту въ точ- 
кахъ, расположенныхъ на прямой ^^^ а лиши перес&кающ1я 
7?^.Гз — въ прямыя касательныя къ абсолюту въ точкахъ пря- 
мой 7^^. Такимъ образомъ, когда прямая а им^отъ абсолют- 
ное направленхе (т. е. касается къ абсолюту), то лин1и ^(г)- 
параллельныя съ ней образуютъ конгруэнщю прямыхъ каса- 
тельныхъ къ абсолюту въ точкахъ образующей, которая при- 
надлежитъ къ систем* г{^) и проходитъ черезъ точку каса- 
Н1'я а. Чтобы въ разсматриваемомъ случае черезъ данную 
точку I/ провести лин1Ю ^(7))-параллельную съ а, проводимъ 
сначала черезъ точку касан1я а съ абсолютомъ образующую 
г^(^^), принадлежащую късистем* 7;(^), а потомъ — плоскость 
УГ^л^^\) ''^Р^З'ь точку у и ЛИН1Ю 7/1(^2)- Лин1я, которая соединяетъ 
точку касан1я этой плоскости съ абсолютомъ и точку у и 
будетъ ^(у?)-параллельна съ а. Чтобы построить ^(7?)-парал- 
лельную съа, лежащую въ данной плоскости У, опред^ляемъ 
точку пересЬчен1я т^Х^^ съ Т и проводимъ черезъ нее пло- 
скость касательную къ абсолюту; лив1я перес6чен1я этой пло- 
скости съ плоскостью У и будетъ искомой. 

2. Предположимъ, что ху, общ1й къ двумъ ^-параллель- 
вымъ лин1ямъ а и ^3 перпендикуляръ, перес^каетъ абсолютъ 
въ точкахъ а и Ь. Проведемъ черезъ эти посл^дшя образую- 
Щ1Я абсолюта /'х/^^^Л^Л^^д^д^^е^е^^ изъ которыхъ первыя дв*, 
пересЬкая 7}1,7?2? принадлежатъ къ системе ^, а вторыя дв*, 
пересекая ^1,^2> принадлежатъ къ систем* ту. Эти четыре 
образующ1я попарно лежатъ въ одной плоскости: /^/^ съ е^е^^д^д^ 
съ Л^ Л^. Если мы построимъ поверхность К второго порядка, кото- 
рая проходитъ черезъ три лиши Г1^;г^^ху^ то а.Д/5/*2,й^йз, и ли- 
ши а\/3^ полярныя съ аф вс* будутъ принадлежать къ одной и 
той же систем* производящихъ этой поверхности, ибо вс* 
он* перес*каются съ т.^^г^^^ху. Производящ1я другой системы 
поверхности К вс* перес*каютъ лин1и сСу/в^а'^К//^^Л^А^ и, 
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•сл']&дователгьно, всЬ служатъ общими еъ лишямъ а л ^ пер* 
пендиБулярами ивсЬ между собой 7;-параллельны. Разсматри- 
вая дв'Ь т^-параллелъныя лин1и, мы пришли бы бъ подобному 
же результату. ИтаБъ между двумя ^(7;)-параллельными суще- 
ствуетъ оо' общихъ перпендиБуляровъ, Боторые образуютъ 
поверхность второго порядБа и вс^ между собой 7;(^)-парал- 
лельны. 

Черезъ Баждую точБу одной изъ двухъ С-паралледьныхъ 
ЛИЦ1Й проходить одинъ общ1й БЪ нимъ перпендикуляръ. 
Поэтому, если черезъ Бавую-нибудь точБу одной изъ двухъ 
С-параллельныхъ лин1й ироведемъ прямую бъ ней перпенди- 
кулярную и пересЁБающую другую, то эта прямая будетъ 
перпендиБулярна и бо второй. 

3. Припишемъ ЛИН1И ху иаБое-нибудь винтовое направ- 
лен1е. Если для этого направлешя точБа а будетъ начальной 
точБОй линш ху^ а Ь конечной, то плосбость /^аЬе, будетъ 
начальной, а д^оАЛ^ — Бонечной, ибо плосбости ^^о&е^^д^аЬЛ^ 
касаются абсолюта и первая содержитъ образующую ^^(^^^ 
которая принадлежитъ бъ систем-Ь ^ и проходитъ черезъ на- 
чальную точБу а (§ 51). Уголъ^ и разстояше сГ между аиД 
соотв']^тствующ1е перпендиБуляру ху^ определяются по фор- 
нуламъ 

6= =^1од(аЬа;у) 

ТаБъ БаБъ, по свойству поверхности К второго порядБа, 

{(хЬху)={^^й^а,Ъ,\ 
то посл']&днюю формулу для д можно представить въ видЪ 

АнгармоничесБое отношеше {^^^Л^о^хЪ^)^ помощью Ботораго вы- 
ражаются уголъ и разстояше между а и /?, зависитъ тольбо 
•отъ относительнаго положенхя самихъ лин1й а и /9, но не 
зависитъ отъ положешя лин1и Братчайшаго разстоян1я ху^ а 
потому изъ формулъ для ^ и (У сл^дуотъ, что всЬмъ общимъ 
лерпендиБулярамъ бъ а и ^ соотв-Ьтствуетъ одинъ и тотъже 
уголъ и одно и то же разстояше. Сравнивая выражешя ^ и с^^ 
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иы видимъ, что они связаны соотношен1емъ 

х(У=^. (45) 

Изсл^дуемъ подобвыыъ же образонъ углы и ра8стоян]я 
между двумя >;- параллельными а и у. Предполагая, что ху 
€бщ]Ё Еъ нимъ перпендивуляръ и для выбравнаго винтового 
направлен1я ху точка а служитъ начальной, Ь — конечной, 
уголъ и разстоян1е между а и у мы опред'Ьлимъ по фор- 
нуламъ 

в=~НаЬ {е, д, а, с, ) =^^}^^{^ 9х «1 Су ), 



2Л. 



'2 



6= 



=^Ь§(«Ьа:у), 



Чертежъ 14. 




в8ъ ко1орыхъ вторая, если прим емъ во вниман1е, что по свой- 
ству поверхности второго порядка, проведенной черезъ лиши 

{аЬху)={д^е^а,с^) 

можетъ быть представлена въ вид^ё 

Эти формулы показываютъ, что всЬмъ общимъ къ а и у пер- 
певдикулярамъ соотв'Ьтствуетъ одинъ и тотъ же уголъ и одно 
и то же разстоян1е, связанные между собой въ силу изв'б- 
стваго равенства 

соотношен1емъ 

у.д=—в. (46) 
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ИтаЕъ углы и разстояшя между двумя С-параллелп>ным0 
прямыми одинаковы для всЬхъ общихъ Бъ прямымъ перпен- 
дикуляровъ и связаны соотношешемъ (45), если прямыя ^-па- 
раллельны, и соотношен1емъ (46), если он'Ь 7;-параллельны. 

Отсюда сл-Ьдуетх, что всЬ точки одной изъ двухъ С-па- 
раллельныхъ лин1й находятся на равныхъ разстояшяхъ отъ 
другой, и вс'Ь плоскости, проходящ1я черезъ одну изъ двухъ 
С-параллелъныхъ, съ другой образуютъ равные углы. Такъ 
какъ к число Д'Ьйствительное въ эллиптическомъ простран- 
стве и число мнимое въ пространств*]^ Лобачевскаго, то изъ 
равенствъ (45) и (46) сл^дуетъ также, что лин1я С-парал- 
лелъная съ данной дМствительной лин1ей д'бйствительна въ 
пространств']^ эллиптическомъ и мнима въ пространстве Ло- 
бачевскаго. 

4. Две С-параллельныя лиши, которымъ приписаны н^- 
которыя направления, мы считаемъ одинаково направленными, 
когда начальныя точки прямыхъ лежатъ на одной и той же 
образующей абсолюта и различно-направленными въ против- 
номъ случае.. Также направлен1я вращешя вокругъ двухъ 
С-параллельныхъ мы будемъ считать одинаковыми, если на- 
чальныя плоскости проходятъ черезъ одну и ту же образую- 
щую и различными въ противномъ случае. Не трудно убе- 
диться, что одинаковымъ направлен1ямъ двухъ С-параллель- 
ныхъ ЛИН1Й соответствуютъ одинаковыя направлешя враще- 
Н1Я вокругъ нихъ. 

Припишемъ ЛИН1И а какое-нибудь направлеше, напри- 
меръ будемъ считать точку а^ начальной, а точку а^ — ко- 
нечной. Оставляя ЛИН1Ю а неподвижной будемъ перемещать 
лишю/? такъ, чтобы она постоянно пересекала лиши >:1,57^,си;Ь 
и будемъ всегда принимать за начальную ея точку ту точку, 
въ которой она пересекается съ т^^. При этихъ услов1яхъ ли- 
Н1Я ^ всегда будетъ съ лишей а ^-параллельна и одинаково 
направлена, а лин1я ахЬ будетъ оставаться общимъ къ а и /9 
перпендикуляромъ. Означимъ черезъ в л 6 уголъ и разстоя- 
ше между направлен1ями а и ^, соответствующхе какому ни- 
будь определенному направлен1ю общаго къ нимъ перпенди- 
куляра ахЬ. При разсматриваемомъ намъ перемещен1и лин1и /?, 
уголъ ^, разстоян1е 6 и разность в — хсУ могутъ изменяться 
только непрерывно, а такъ какъ по доказанному выше раз- 
ность в — к(Уможетъ равняться или {2п-\-\)7т1к^^ или 2пл:/к^у 
где п целое число, то эта разность всегда будетъ оставаться 
постоянной. Но она равняется 2тг/к^ когда лин1и а и В 
совпадаютъ, а потому и всегда, каково бы ни было положе- 
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Н1е лжЕШ В^ мы будеиъ им'Ьть 

или, отбрасывая числа вратныя отъ ^п!^^ 

в=ж8. (45) 

Если бы лин1и а и /7 были различно направлены, то 

^=хсУн-гг/А;2, (47) 

ибо въ этомъ случае лиши а и /?, когда он-Ь совпадутъ, будутъ 
им^ть противоположное напразленхе , разстоянхе и уголъ 
между ними будутъ равняться нулю и л^/^з соответственно. 
Разсуждая подобнымъ же образомъ, мы уб'Ёдимся, что 
уголъ в и разстоян1е 8 между направленгями двухъ >;-парал- 
лельныхъ лиши связаны ур. 

в=—у,8 (46) 

если он'6 одинаково направлены и ур. ' 

в=— х(1 + гг/А2 (48) 

въ противномъ случа*!. 

5. Лишя а', поляра лиши а, пересЬкаетъ &&]& четыре 
образующ1я ^1;?2>^1»^9 и потому можетъ считаться и4^-и7;-па- 
раллельной съ а. Бсякая лин1я, пересекающая обе лин1и 
а и а', будетъ служить общимъ къ нимъ перпендикуляромъ. 
Такъ какъ каждая точка одной изъ двухъ взаимныхъ поляръ 

• перпендикулярна къ каждой точке другой (§ 23), то всемъ 
общимъ къ а и а' перпендикулярамъ соответствуетъ одно и то же 
разстояше±л"/2А1 и вследствхе соотношен1й (45) и (46) одинъ и 
тотъ же уголъ±:т/2А;з. Если лин1ямъ а и а' мы припишемъ 
соответствующ1я (§ 51) направлешя, то мы можемъ разсмат- 
ривать ихъ какъ >;-параллельныя и одинаково направленный. 
Поэтому уголъ и разстояше между соответствующими направ- 
лешями двухъ взаимныхъ поляръ связаны соотношен1емъ (46) 
и равняются 

±Л"/2й;2, =рл"/2й;^, 

причемъ одновременно должны быть взяты или верхнхе, или 
нижн1е знаки. 

6. Возьмемъ прямыя /? и^ какъ угодно расположенныя 
въ пространстве (на нашемъ чертеже 14 изображенъ частный 
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случай, когда прямыя >б и у перес^^каются) и будемъ искать 
прямыя лиши, которыя были бы ^-параллельны съ /? и >;-па- 
раллельны съ у. Съ этою ц4лью черезъ точки пересЬченхя 
^ и ^ съ абсолютомъ проводимъ образующ1я абсолюта, черезъ 
точки перес'Ьчен1я >5, \ и \^ — образующ1я г^ ,7;2, принадлежащ1я 
къ систем-Ь г, черезъ точки пересЬченхя у^ с^^ и с^, — образую- 
Щ1Я ^1,^3} принадлежа1Ц1я къ систем'^ ^. Искомыя нами пря- 
ныя должны пересЬкать вс* четыре образующ1я ^1,^2?^1?^2- 
Замечая, что каждая изъ прямыхъ ^^ 7>9 11врес']^ваетъ каждую 
взъ прямыхъ х^^г^ч легко видеть, что такихъ (искомыхъ) 
прямыхъ будетъ дв^: прямая а, соединяющая точки ^^т;^ и 
^2^2 (точки а^ и а, на чертеж* 14) и прямая а', соединяю- 
щая точки ^1>:2 и ^э''^!- Такъ какъ плоскости, проведенныя 
черезъ прямыя а,^1,Г2 и прямыя а,^^,?:, касаются абсолюта 
соответственно въ точкахъ ^1^:2 ^^2^1) черезъ которыя прохо- 
дитъ а', то а и а' взаимно полярны. Дв-]^ прямыя г и г', пе- 
рес'Ькающ1я четыре прямыхъ а^а!ф^у будутъ общими къ 
нимъ перпендикулярами. Р1бо лин1я В ^-параллельна, а у 7;-па- 
раллельна съ а, и линш г,е', какъ пересЬкающхя а^сС и къ 
нимъ перпендикулярвыя, будутъ по доказанному выше (2) 
перпендикулярны и къ /? и ^. Итакъ существуетъ двЬ 
и только дв*! прямыя а и а', которыя ^-параллельны съ дан- 
ной лишей ^ и т;- параллельны съ данной лин1ей у. Линш 
а ж а! взаимно полярны и им'Ьютъ общ1е съ /3 я у пер- 
пендикуляры. 

Припишемъ лишямъ /в л у кашя нибудь направлешя, 
наприм'Ёръ примемъ точки \^с^ за начальныя и Ъ^^с^ за ко- 
нечныя. Лин1я а будетъ одинаково или различно направлена 
€ъ об'Ьими лишями /3 я у, смотря по тому, примемъ ли мы 
для нея точку ^^т^ (точку а^) за начальную и точку ^,^2 
{точку а^) — за конечную, или обратно а^ — за начальную и 
а^—за конечную. Лин1я а' будетъ направлена одинаково съ 
^в и различно съ у, если ^,г^ примемъ за начальную ея 
точку и ^^т;, — ^^ конечную, и будетъ направлена одинаково 
съ ^ и различно съ ^в, если ^^Гд примемъ за начальную 
и ^,7?^ — за конечную. Такимъ образомъ существуетъ одна и 
только одна прямая а ^-паралельная съ линхей /? и т^-парал- 
лельная съ линхей у \я обладающая тЬмъ свойствомъ, что 
одно ея направлен1е будетъ одинаково, а другое противопо- 
ложно съ направлен1ями об^ихъ прямыхъ /3 я у, я суще- 
ствуетъ одна и только одна прямая а' ^-параллельная съ В я 
г -параллельная съ у я обладающая тЬмъ свойствомъ, что 
одно ея направлеше одинаково съ ^ и различно съ у, а дру- 
гое одинаково съ ^ и различно съ /3. 
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Если ЛИН1Я ^ касается абсолюта, то прямая т;, совпа- 
даетъ съ г^. Исеомыя пряыыя должны пересекать лин1и^],^з 
и касаться абсолюта въ какой нибудь точк* лин1и т;^; ли- 
Н1Я г^ единственная прямая, которая удовлетворяетъ этому 
услов1Ю, ибо прямыя ^1,^2 пересекаются съ 7;^ и не лежатъ 
въ одной плоскости. Если бы ЛИН1Я у касалась абсолюта, 
то ЛИН1Я ^^ совпала бы съ ^^ и была бы искомой. Такимъ 
образомъ, когда одна изъ двухъ данныхъ прямыхъ ^,у, на- 
прим'Ьръ /5, им-Ьетъ абсолютное направлен1е, то существуетъ 
только одна линхя ^(г)-параллельная съ /5 и 7;(^)-параллелъ- 
ная съ у — это образующая абсолюта, которая проходитъ 
черезъ точку касан1я /? съ абсолютомъ и принадлежитъ къ 
систем-Ь г{^). 

Если об* ЛИН1И >5 и у касаются абсолюта, то прямыя 
^,,г^ совпадаютъ съ ^^^^з- ^'^ этомъ случае искомыя нами 
ЛИН1И ^-параллельпыя съ /5 и г-паралледьныя съ у должны 
касаться абсолюта какъ въ точк*^ прямой ^^, такъ и въ 
точк'Ь прямой т;^. Такъ какъ прямая лин1я можетъ касаться 
къ поверхности второго порядка только въ одной точк*, то 
точкой касан1я должна служить точка перес^^чешя образую- 
щихъ ?1,Т1, и всякая прямая касательная къ абсолюту въ 
этой точке и будетъ искомой. Итакъ, когда об* данныя ли- 
Н1И у5,^ им-Ьютъ абсолютное направленхе, то существуетъ схэ^ 
ЛИН1Й ^-параллельныхъ съ /? и у;-параллельныхъ съ у\ он4 
всЬ проходятъ черезъ точку перес*чен1я образующей г, 
системы т;, проведенной черезъ точку касан1я /?, съ образую- 
щей ^1 системы ^, проведенной черезъ точку касан1я у, и 
лежатъ въ плоскости касательной къ абсолюту, въ плоскости, 
которая очевидно проходитъ черезъ лин1и ^, и т;^. 

Перейдемъ теперь къ изсл*дован1Ю параллельныхъ Лоба- 
чевскаго. Замечая, что|дв'Ь образующихъ ^^т^^ абсолюта, при- 
надлежащихъ къ различпымъ системамъ, пересекаются и ле- 
жатъ въ одной плоскости касательной къ абсолюту, мы ви- 
димъ, что дв* прямыя ЛИН1И будутъ пересЬкать об* обра- 
зующ1Я ^1,Г1 1) если он-Ь об* проходятъ черезъ точку пере- 
с4чен1я ^1,>/1, 2) если он* об* лежатъ въ одной плоскости 
съ ^^,г^ и въ 3) если одна проходитъ черезъ точку пересЬ- 
чешя ^^Гр а другая лежитъ въ плоскости ^^г^. Поэтому мы 
можемъ различать три типа параллельныхъ Лобачевскаго. 

1. Две прямыя ЛИН1И будемъ называть Л ^-параллельными, 
если оне пересекаются въ точке абсолюта; директрисами 
служатъ образующ1я абсолюта , проведенныя черезъ точку 
пересечен1я параллельныхъ. Черезъ каждую точку х къ дан- 
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НОЙ ЛПН1И а проходятъ дв'Ь Л^-параллельныхъ: лин1и соеди- 
НЯЮЩ1Я точку X съ точками перес^чен1я а съ абсолютоиъ. 
Существуетъ четыре линхи Л^-параллельныхъ къ двумъ дае- 
нымъ /3 я у: ЛИН1И, которыя соединяютъ точки перес^Бчешя 
/3 и / съ абсолютомъ. 

Пусть дв'1 Л^-параллельныя лин1и а ^ В иересЬкаются 
въ точк']^ а абсолюта. Такъ какъ поляры ихъ а! и/?' лежать 
въ плоскости А касательной къ абсолюту въ точк'Ь а, то 
всякая прямая проведенная черезъ а въ плоскости А пере- 
С'Ькаетъ вс^Ь ливхи а^а\/3.^^ и должна считаться общимъ къ 
а и /? перпендикуляромъ: между двумя Л ^ -параллельными 
существуетъ оо* общихъ перпендикуляровъ , образующихъ 
пучекъ прямыхъ абсолютнаго направлеш'я съ центромъ въ 
точк*]^ пересбчешя параллельныхъ. Если же мы будемъ раз- 
сматривать дв'Ь Л ^-параллельныхъ какъ предельное положе- 
Н1е двухъ пересекающихся не параллельныхъ лин1й; то мы 
можемъ различать два общихъ къ нимъ перпендикуляра, ли- 
Н1ю г, лежащую въ плоскости параллельныхъ, и лин1ю б' 
перпендикулярную къ этой плоскости. Такъ какъ длина век- 
тора и уголъ ротора^ для которыхъ лия1я абсолютнаго на- 
правлен1я служитъ лучомъ или осью равняются нулю, то 
уголъ и разстояше между двумя Л^ -параллельными равняются 
нулю для всЬхъ общихъ къ нимъ перпендикуляровъ. — Если 
Л^'Параллельнымъ лишямъ мы приписываемъ направлешя, то 
мы считаемъ ихъ одинаково направленными, когда точка ихъ 
пересЪчен1я служитъ начальной или конечной одновременно 
для общихъ прямыхъ и различно направленными, когда точка 
пересечен1я служитъ начальной для одной и конечной для 
другой ЛИН1И. Въ первомъ случае соответствующхя направ- 
лен]я вращен1я вокругъ прямыхъ, мы будемъ считать одина- 
ковыми, а во второмъ различными. Уголъ иразстоян1е между 
направлешями двухъ Л^- параллельными равняются О и О, 
если параллельныя одинаково направлены, и гг/к^ и О, если 
оне направлены различно. Ибо уголъ иразстоян1е между на- 
правлен1ями двухъ прямыхъ, которыя, перемещаясь, остаются 
Л^ -параллельными, не изменяются и, когда лин1и совпадаютъ, 
имеютъ 8начен1я 0,0 въ первомъ случае и :т!к.^уО — во 
второмъ. 

2. Две прямыя ;1ИН1и будемъ называть Л^-иараллель- 
нымп, если оне лежатъ въ одной плоскости касательной къ 
абсолюту, директрисами служатъ образующ1я абсолюта, лежа- 
Щ1я въ плоскости параллельныхъ. Въ каждой плоскости X 
къ данной ЛИН1И а находятся две Л^-параллельныхъ: лин1и 
пересечен1я плоскости X съ плоскостями , проведенными 
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черезъ а и ласательными къ абсолюту. Существуетъ четыре 
лиши Л^-параллельныхъ къ двумъ даннымъ ^ ж у: лин1н 
пересЬчешя плоскостей проведенныхъ черезъ ^в я у в каса- 
тельныхъ къ абсолюту. 

Пусть дв'Ь Л^-параллельныхъ лиши а ш /3 лезкатъ въ 
плоскости Л, касающейся абсолюта въ точк'Ь а. Такъ какъ 
а! и у5', поляры лиши а и у5, проходятъ черезъ точку а, то 
всякая прямая, проведенная въ плоскости Л черезъ точку а 
пересЬчетъ всЬ лин1и аф^о!ф^ и можетъ считаться общимъ 
къ а и /б перпендикуляромъ: между двумя Л,-паралдельныин 
существуетъ оо^ общихъ перпендикуляровъ, образующихъ пу- 
чекъ прямыхъ абсолютнаго направленхя съ центромъ въ точк*]^ 
касан1я плоскости параллельныхъ съ абсолютомъ. Если дв1^ 
Л^-параллельныхъ мы будемъ разсматривать какъ предельное 
положеше двухъ, лежащихъ въ одной плоскости, прямыхъ 
ЛИН1Й, то мы можемъ различать два общихъ къ Л^-парал- 
лельнымъ лин1ямъ перпендикуляра: лин1ю г , проходящую 
черезъ точку пересЬченхя параллельныхъ, и лишю е' перпен- 
дикулярную къ этой точк*. Уголъ и разстоянхе между двумя 
Л^-параллельными равняются нулю для всЬхъ общихъ къ 
нимъ перпендикуляровъ. — ^Направлен1я вращешя вокругъ двухъ 
Л,-параллельныхъ лин1й мы считаемъ одинаковыми , если 
плоскость параллельныхъ служить начальной или конечной 
для об'&ихъ параллельныхъ и различными, если плоскость 
параллельныхъ служитъ начальной для одной и конечной для 
другой. Въ первомъ случае соотв-Ьтствующхя направден1я 
параллельныхъ мы считаемъ одинаковыми, во второмъ раз- 
личными. Углы и разстоянгя между направлешями вращен1Я 
вокругъ двухъ Л, -параллельныхъ равняются 0,0, если эти 
направлешя одинаковы, и л'/А;з,0, если они различны. 

3. Дв'Ь прямыя лиши будемъ называть Л, -параллельными, 
если одна изъ нихъ лежитъ въ плоскости касательной къ 
абсолюту и проведенной черезъ точку пересЬчешя другой съ 
абсолютомъ. Черезъ каждую точку х проходитъ дв4 Л, -парал- 
лельныхъ съ данной а: лин1и, соединяющ1я точку х съ точ- 
ками прикосновен1я плоскостей, проведенныхъ черезъ а и 
касательныхъ къ абсолюту; въ каждой плоскости 2 находятся 
дв'Ь Лз -параллельныхъ съ данной а: лиши перес'Ьчен1я пло- 
скости X съ плоскостями касательными къ абсолюту въ точ- 
кахъ перес'Ьчен1я а съ абсолютомъ. 

Если ЛИН1Я а проходитъ черезъ точку а, въ которой 
плоскость А^ проведенная черезъ лишю ^ касается абсолюта, 
то ЛИН1И а и /? Лз -параллельны. Такъ какъ въ этомъ случа'Ь 
а', поляра а, лежитъ въ плоскости А^ а лин1я ^\ поляра уд, 
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лроходитъ черезъ точку а, то между а и /? существуетъ сх)' 
общихъ перпендивуляровъ, которые образуютъ пучекъ, лежа- 
щей въ плоскости Л, съ центромъ въ точк'Ь а. Разстоян1я и 
углы между двумя Лз-параллельными неопред'Ьленны. 

Дв']^ плоскости называются Л-параллельными, если он'Ь 
пересекаются по прямой касательной къ абсолюту. Уголъ 
между двумя Л -параллельными плоскостями равняется нулю. 

Дв'6 точки называются Л -параллельными, если он^ ле- 
жатъ на прямой касательной къ абсолюту. Разстоян1е между 
двумя Л- параллельными точками равняется нулю. 

Когда абсолютъ вырождается въ коническое с'Ьчен1е /5, 
лежащее въ плоскости О, дв* системы прямолинейныхъ обра- 
зующихъ абсолюта говпадаютъ въ одну и обращаются въ 
касательныя къ кривой 5. Поэтому различ1е между ?- ,?;- и Л^- 
параллельными теряется: дв* лиши будутъ ^- ,?;- и Л^ -парал- 
лельны, если он* пересЬкаются въ точк* плоскости О. Дв-Ь 
плоскости будутъ параллельными, если он*]^ съ плоскостью О 
пересекаются по одной прямой. Изъ сказаннаго въ § 34 вид- 
но, что лучи (оси) комоментовъ вектора (ротора) относительно 
различныхъ точекъ всё Л^ -параллельны съ лучомъ вектора 
(осью ротора). 

Когда абсолютъ вырож11[ается въ конусъ $ съ вершиной 
въ точк'Ъ Оу дв'Ё системы образующихъ абсолюта совпадаютъ 
въ одну и различхе между ^- ,т;-, и Л,-параллельными теряется: 
дв* ЛИН1И будутъ ^- ,7;- и Л ^-параллельны, если он^& лежатъ въ 
одной плоскости съ о. Дв'Ё точки будутъ параллельными, если 
ов'Ё съ точкой о лежатъ на одной прямой. Лучи (оси) комо- 
ментовъ вектора (ротора) относительно различныхъ плоско- 
стей всЬ Лд-параллельны съ лучомъ вектора (осью ротора). 

56. Поверхности С1|Л^ог(1'а. — Поверхность второго порядка, 
проходящую черезъ четыре образующ1я абсолюта ^^^ё^^'^г^у;^ 
(см. чертежъ 14), изъ которыхъ первыя дв* ^р^, принадле- 
жатъ къ систем* ^ и друпя дв-Ь т^,г^ къ систем* г, мы бу- 
демъ называть поверхностью СИ1^{<)Г(1'а, а прямыя перес*- 
кающтя всЬ четыре образующихъ ^1,>?1,?2,г„ — осями этой по- 
верхности. Черезъ ЛИН1И ё^^^^^г^'^я можно провести сх)* 
поверхностей СИШгд'а; вс* он* им*ютъ общ1Я оси. 

Если образующ1я ^х^^^уТ^^т^ раздельны, то существуютъ 
дв* взаимныя поляры а и а', которыя перес*каютъ четыре 
прямыя ^^ ,^25^1 5^2 и для всЬхъ поверхностей СНЯогй'а черезъ 
нихъ проведенныхъ служатъ общими осями. Вообразивъ одну 
изъ этихъ поверхностей, поверхность С, изсл*дуемъ ея свой- 
ства , которыя , какъ сейчасъ увидимъ, т*сно связаны со 
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свойствами иараллельныхъ. Образующ1я одной системы по- 
верхности С пересЬЕаютъ лин1и г.^,т^^ а другой системы— 
лиши ^1,^,, а потому всЬ образующ1я одной системы поверх- 
ности С будутъ ^-, а другой системы т^-параллелъны какъ 
между собой такъ и съ осями а и а'. Принимая во вни- 
майте это свойство поверхности С и припоминая, что вс^ 
точки одной изъ двухъ С-параллельныхъ находятся на оди- 
наБОвомъ разстояц1и отъ другой, а ъсЪ плоскости, проведен- 
ныя черезъ одну изъ двухъ С-параллельныхъ, составляютъ 
одинаковые углы съ другой, мы видимъ, что всЬ точки по- 
верхности С находятся на одинаковыхъ разстоян1яхъ отъ а 
и на одинаковыхъ разстоян1яхъ отъ а', а вс^Ь плоскости 
касательныя къ С составляютъ одинаковые углы съ а и оди- 
наковые углы съ а'. 

Возьмемъ как1Я нибудь образующ1я поверхности С, /? и 
у, принадлежащ1я къ различнымъ систлмамъ и пересЬкаю- 
Щ1ЯСЯ въ точк']^ у. Пусть взаимныя поляры ху и (с*у^ (на на- 
шемъ чертеж* н-Ьтъ лин1и х'у') служатъ общими къ аф^у^о! 
перпендикулярами. Лин1я ху перпендикулярна къ плоско- 
сти ^у^ а ЛИН1Я а?'|/' лежитъ въ этой плоскости и перпенди- 
кулярна къ точкЬ у, Такъ какъ плоскость ^у касается по- 
верхности С въ точкЬ Уу то мы можемъ сказать, что нор- 
маль къ поверхности С въ точк'6 у и лин1я, лежащая въ 
касательной къ поверхности плоскости и перпендикулярная 
къ точк'Ь касан1Я2/ взаимно полярны иперес^каютъ осп подъ 
прямымъ угломъ. 

Если длина ху равняется (У, то углы между а и /^', 
а и V будутъ равняться у,8 и— х^ соотв-Ьтстведпо, а уголъ 
между у ж /3 по свойству сложимости — 

2х(У. 

Такъ какъ разстояше А точки у отъ оси а остается пеизм4н- 
нымъ, гд* бы ни находилась на поверхности С точка у^ то 
ВСЯК1Я двЪ образующ1я поверхности С, принадлежащ1я къ 
различнымъ системамъ, составляютъ одинъ и тотъ же уголъ. 
Возьмемъ еще дв-Ь образующихъ поверхности С^ /6*' и у' 
(на нашемъ чертеж-Ь лиши /?' и у не изображены), изъ 
которыхъ первая, /?', принадлежитъ къ одной систем'Ь съ /: 
и пересЬкаетъ т^ и г;,, а вторая, у\ — къ одной системе 
съ у и перес^аетъ ^^ и ^^^ Означая точки перес4чен1я ли- 
ши /? и /3' съ У?! ,/,/", Гз соответственно черезъ Ъ^^у^г^Ъ^ и 
\\у'*/\Ъ^\ по свойству поверхностей второго порядка им^емь 

(&,Ь,у^)=(Ь/Ь,'1/У), 
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откуда сл'Ьдуетъ, что разстоян1я уг иуг^ равны; также пока- 
жемъ, что и разстоян1я у у и г^ равны. Этому свойству по- 
верхности С, по принципу двойственности соотв^Ьтствуетъ дру- 
гое ея свойство: плоскости /Зу^у образуютъ уголъ равный 
углу между плоскостями /5'/,/?'/', а плоскости у^^у/^^ — уголъ 
равныВ углу между плоскостями .^^5,^'/?'. 

Итакъ поверхность СИ^Гогй'а представляетъ геометриче- 
ское м'Ьсто точекъ равноудаленныхъ отъ оси и огибающую 
плоскостей, которыя соста'^ляютъ одинъ и тотъ же уголъ съ 
осью. Нормали къ поверхности и лин1и, лежащ1я въ каса- 
тельныхъ плоскостяхъ и перпендикулярныя къ точкамъ каса- 
шя, перес']&каютъ оси подъпрямымъ угломъ. Образующ1Я одной 
системы этой поверхности, ^-параллельныя съ осями, состав- 
ляютъ съ образующими другой системы, т^-параллельными съ 
осями, равные углы. Дв-Ь образующтя одной системы отсЬ- 
каютъ на образующихъ другой системы векторы одинаковой 
длины; пары плоскостей, проведенныхъ черезъ образующ1я 
одной системы и как1я нибудь дв'Ь опред'&ленныя образующ1я 
другой системы, составляютъ роторы съ одинаковыми углами. 

Если производящая ^^ совпадаетъ съ ^^, то образующ1я 
поверхности С 7;-параллельныя между собой обращаются въ 
прямыя, которыя касаются абсолюта въ точкахъ линш ^^, и 
вдоль этой лин1и поверхность С касается абсолюта. Оси по- 
верхности С совпадаютъ съ лин1ей ^^. Нормали къ поверхно- 
сти и лиши, лежащ1я въ касательныхъ плоскостяхъ и пер- 
пендикулярныя къ точкамъ касан1я, перес^Ькаютъ ^^. Если 
бы ЛИН1Я Гд совпала съ т;^, то образующ1я поверхности С 
^-параллельныя между собой обратились бы въ касатель- 
ный къ абсолюту, и поверхность С касалась бы абсолюта 
вдоль прямой >]р которая служила бы осью этой повер- 
хности. 

Если производящ1я ^2>Т2 совпадаютъ съ ^1,>:р то обра- 
зующ1я об^ихъ системъ поверхности С становятся касатель- 
ными къ абсолюту; образующхя одной системы (^-параллель- 
ныя) касаются въ точкахъ лиши \^ а другой системы (т^-па- 
раллельныя) — въ точкахъ линш ^^, и поверхность С касается 
абсолюта вдоль об4ихъ прямыхъ ^^ и тг^. Осями поверхности 
С служатъ лиши касательный къ абсолюту въ точкЬ а^ пере- 
сЬчеш'я лиши ^1 и Г1^. Въ разсматриваемомъ случаЬ поверх- 
ность С обращается въ предельную поверхность Лобачевскаго 
и свойства ея связаны съ теор1ей Л-параллельныхъ. Возьмемъ 
на поверхности гд-Ь нибудь точку у и проведемъ черезъ нее 
дв-Ь образующихъ поверхности С, /? и р^, изъ которыхъ пер- 
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вая, /?, касается абсолюта въ точк'Ь &^ прямой г^, а вторая, 
у, — въ точк4 с^ прямой ?^. Замечая, что плоскости ^в^^ и 
у^^ касаются какъ къ абсолюту такъ и къ поверхности С въ 
точкахъ Ь^ и с^, мы видимъ.что либ1я уа^ перес4чен1я пло- 
скостей /Зг^ и у^^ будетъ полярна съ лишей Ъ^с^ какъ по 
отношению къ абсолюту, такъ и по отношен1ю поверхности С. 
Поэтому ЛИН1Я 6,^1, ЛИН1Я пересЬчентя плоскости /Зу, каса- 
тельной къ поверхности С въ точк'Ь у, съ плоскостью ?^г,, 
перпендикулярна къ точк^ у, а лив1я уа^ перпендикулярна къ 
плоскости /Зу и нормальна къ поверхности С. Такъ какъ 
точка у взята нами совершенно произвольно на поверхно- 
сти С, то изъ сказаннаго мы заключаемъ: нормали къ поверх- 
ности С всЬ проходятъ черезъ одну и ту же точку абсолюта 
и всЬ между собой Л^ -параллельны; лиши, лежащ1я въ каса- 
тельныхъ къ поверхности С плоскостяхъ и перпендикуляр- 
ныя къ точк^ касан1я, лежатъ въ одной и той же плоскости 
$^т^ касательной къ абсолюту, и вс* между собой Лз -парал- 
лельны; нормаль къ поверхности С въ какой нибудь точк*! у 
и ЛИН1Я перпендикулярная къ точк'Ь у и лежащая въ плоско- 
сти касательной къ поверхности С образуютъ взаимныя поля- 
ры какъ по отношен1ю къ поверхности С такъ и по отноше- 
Н1Ю къ абсолюту. 

Черезъ дв* перес4кающ1яся прямыя ^ и у можно про- 
вести дв-Ь поверхности СИ^Гогй'а: одну мы получимъ, проводя 
черезъ точки прямой /? линш ^-параллельныя съ у, а дру- 
гую, проводя черезъ точки прямой /? лин1и >;-параллельныя 
съ у. 

Когда намъ дана поверхность СИЙогй'а, то построить 
ея оси не трудно: беремъ дв* образующая поверхности — обра- 
зующую /3 изъ системы ^-параллельныхъ и образующую у 
изъ системы 7;-параллельныхъ; лин1и ^-параллельныя съ у^ и 
>;-параллельныя съ у будутъ осями данной поверхности. 

Въ пространств* абсолютъ котораго вырождается въ кри- 
вую /8, лежащую на плоскости О, поверхности СНйогд'а обра- 
щаются въ конусы, вершины которыхъ лежатъ въ плоско- 
сти О, и въ коническ1я с*чен1я также расположенныя въ без- 
конечно удаленной плоскости. Въ пространств'^, абсолютъ 
котораго вырождается въ конусъ 8 съ вершиной о, поверх- 
ности С1№ог(1'а обращаются въконичесшя сЪчешя въ плоско- 
стяхъ, проходящихъ черезъ о и въ конусы съ вершиной въ 

ТОЧК'Ь 0. 

57. Комплексный уголъ между двумя прямыми. — ^Второе 
весьма важное понят1е связанное съ комплексными числами 
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есть поцят1е о вомплексномъ угл*]^ между двумя прямыми въ 
пространств'Ь. 

Бозьмемъ дв*]^ прямыя а и /5 и построимъ общ1е въ 
вимъ перпендикуляры г и г'. Означая черезъ ^ т в разстоя* 
Н1е и уголъ между лин1ями а и уб", соотв'Ьтствующхе вавому 
нибудь определенному винтовому направлен1ю г, мы будемъ 
называть вомплевсное число 

принадлежащее въ системе вомплевсныхъ чиселъ съ харав- 
теристичесБимъ равенствомъ б)'=к^, вомплевснымъ угломъ 
между Д и у5, соотв^тствующимъ перпендивуляру е и выбран- 
ному направлен]ю его. Если лин1ямъ а е/3 приписаны н']^во- 
торыя направлен]я, в. в л (^ опред']&лены по правиламъ § 54, 
то д=^в-^сэд будемъ называть вомплевснымъ угломъ между 
ваправлешями а я/-]. Знавъ вомплевснаго угла между а и/? 
или ихъ направлен1ями м'Ьняется съ перем'Ьной направлен1я 
общаго въ нимъ перпендивуляра е^ тавъ что этому посл']&д- 
нему соотв'Ьтствуетъ два угла : ^ и — ^. 

Второму перпендивуляру г' отв-Ьчаютъ тавже , два вом- 
плевсныхъ угла 

гд'Ь в^ и 6' уголъ и разстоян1е между а и /Г, соотв-Ьтствую- 
Щ1е перпендивуляру ^'. Припоминая теорему §48, мыможемъ 
представить эту вторую пару вомплевсныхъ угловъ при по- 
мощи в и 6] получимъ: 

для направлен1я е\ соотв']&тствующаго первоначальному направ- 
лен1Ю г, и 

—д'=—{у&+с}д/у.)=—со9/у. 

для противоположнаго направлешя ^'. Итавъ им'Ьемъ теорему. 

Теорема. — Между двумя прямыми лингями или ихъ на- 
правленгями можешь быть четыре комплексиыхъ угла\ каою- 
дому обгцему къ прямымъ перпендикуляру соошвп^тсшвуетг 
два угла по одному на каждое направленге перпендикуляра^ 
ошличающгеся одинъ отъ другою только знакомь. Умножим 
комплексный уголъ , отвгьчающгй нгькоторому направленгю 
одного изъ перпендикуляровъ на сэ/у., мы получимъ уголь^ от^вгь- 
чающШ соотвптствующему направленгю другою. 

13 
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Данное нами опред'1лен1е комплевснаго угла не приме- 
нимо въ пространству безвонечно большой вривизны, тавъ 
вавъ для этого пространства харавтеристичесвое равенство 
сэ^=у.^ принимаетъ видъ сэ^=оо. Если бы однаво мы хотели 
самостоятельно изсл'1довать пространство безвонечно большой 
вривизны, не выводя его свойствъ помощью принципа двой- 
ственности изъ свойствъ пространства съ вривизной равной 
нулю, или если бы мы хотели получить формулы для про- 
странства съ вривизной х^, воторыя были бы прим'^^нимы и 
въ пространству безвонечно большой вривизны, то мы должны 
были бы вм'Ёсто вомплевснаго угла пользоваться вомплевснымъ 
разстояшемъ, назвавъ вовшлевснымъ разстояшемъ между ли- 
шями а и /? (или направлен1ями ихъ), соотв^тствующимъ 
выбранному направлен1Ю перпендивуляра е^ вомплевсное число 

принадлежаш,ее въ системе вомплевсныхъ чиселъ съ харавте- 
ристичесвимъ равенствомъ а>'*=1/х', воторое для простран- 
ства безвонечно большой вривизны обращается въ б>''=0. 
ЗвжЬтЕжь^ что понят1е о вомплевсномъ разстоянш между пря- 
мыми въ свою очередь теряетъ смыслъ въ пространств-Ь съ 
вривизной равной нулю, ибо для этого пространства харавте- 
ристичесвое равенство со'^==1/у.^ обращается въ бз'*=оо. 

Мы ссйчасъ упомянули и раньше ииЬли случай уже не 
разъ упоминать, что свойства пространства безвонечно боль- 
шой вривизны могутъ быть выведены изъ свойствъ простран- 
ства, вривизна вотораго равняется нулю, помощью принципа 
двойственности. Мы можемъ поэтому въ дальн'Ьйшемъ изло- 
жен1и не заботиться объ томъ, чтобы наши формулы выведен- 
ныя для пространства вривизны к^ были бы непосредственно 
прим']&нимы въ пространству съ безвонечно большой вривизной; 
мы можемъ считать, что А;2=|=0, и можемъ надлежащимъ вы- 
боромъ единицы угла всегда сделать &,=.!, и тогда к^=к^у, 
=х. Если бы впрочемъ мы захот'Ёли въ наши формулы 
снова ввести число к^^ то стоило бы тольво зам']^нить въ 
нихъ X черезъ Л^, со — черезъ сэк^ и буввы, означающ1я тен- 
зоры роторовъ и моторовъ, углы простые и вомплевсные, про- 
изведен1ями т']Ьхъ же буввъ на к^. Итавъ, повторяю, въдаль- 
нФйшемъ мы всегда будемъ считать А,=1, к^=к. 

Разсмотримъ теперь н']&свольво подробн'^^е свойства вом- 
плевснаго угла. 

1. Тавъ вавъ уголъ и разстоянхе между двумя прямыми 
ЛИН1ЯМИ определяются до величинъ вратныхъ отъ ^ и я'/х, 



195 



то комплексный угодъ между двумя прямыми определяется 
до чиселъ вида 

Л'(Ш + по/к), или 7Г[{Ш 4- п)]§ •+• {ш — п)г] , 

гд']^ ш Е п кашя нибудь ц'Ьлыя числа. Второе мы можемъ 
представить въ видЪ 

«ели подъ ш я п будемъ подра8ум']&вать ц']&лыя числа одно- 
Бременно четныл или нечетныя. 

2. Принимая во вниман1е свойства угла и разстоян1я 
между двумя прямыми, которымъ приписаны направлен1я 
(см. § 54), увидимъ, что комплексный уголь между направ- 
лешями двухъ прямыхъ опред'&ляется до чиселъ 

2я'(т^4-Л7}), 

гд'Ё ш я п как1я нибудь ц^лыя числа, и м'Ьняется на 

когда мы изм'Ёнимъ направлен1е одной изъ двухъ прямыхъ 
на противоположное. 

3. Если а, /в я у им-Ьють общ1е перпендикуляры, то, 
означая черезъ •д^9^^'Э^ комплексные углы между а и /? 
^ я у, а и у (или между направленхями этихъ лиши), по 
свойству сложимости угловъ и разстоян1й им-Ьемь 

Комплексные углы обладаютъ, сл'1довательно, также свой- 
ствомъ сложимости. 

4. Комплексный уголъ между двумя С-параллельными 
им4етъ видъ 

когда оя^ ^-параллельны и одинаково направлены, видъ 

хогда он^ 7;-параллельны и одинаково направлены, видъ 

^=2^^ч-л-(^ч-7?), 

13* 
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когда он'Ё ^-параллельны и различно направлены, видъ 

когда он*! г-параллелъны и различно направлены. Между 
двумя С-параллельными лин1яыи (или паправлен1ями ихъ) 
только два комплексныхъ угла, ибо существуетъ оо* общихъ 
перпенднкуляровъ къ двунъ С-параллельнымъ и всЪмъ имъ 
соотв4тствуетъ одно и то же разстоян1е и одинъ и тотъ же 
уголъ. Мы можемъ говорить, если угодно, что между двумя 
С-параллельными лин1ями также четыре комплексныхъ угла, 
но два изъ нихъ равны двумъ другимъ. 

5. Комплексный уголъ между направлен1ями двухъ вза- 
имныхъ поляръ равняется 

когда направден1я поляръ соотв-Ьтствуютъ одно другому 
(см. § 555) и 

въ противномъ случа-Ь. 

6. Комплексный уголъ между двумя Л^- или Л,-парал- 
лельными равняется нулю, когда он']^ одинаково направлены 
и я'($-4-г) — въ противномъ случае. Мы можемъ говорить, 
если угодно, что между двумя Л^- или Л^-параллелъными 
(или ихъ направлен1ями) также четыре угла, но ъс'Ь они 
равны между собой. Комплексный уголъ между двумя Л,- 
II арал лельными не им'Ьетъ опред'Ёленнаго значения. 

7. Если 19 комплексный уголъ между направленгями 
а и /?, то по свойству сложимости комплексный уголъ между 
направлен1ями лин1И а и лин1и р\ поляры /!?, равняется 

когда направлен1е у5' соотв'Ьтствуетъ направлен1ю /? и 

въ противномъ случа'Ь. 

58. Тригонометричесн1я функц1и комплексныхъ угловъ. — 

Газсмотримъ, какими свойствами обладаютъ косинусъ и си- 
нусъ комплекснаго угла между двумя прямыми или ихъ на- 
правдешями. По формуламъ (77) и (78) § 20 мы им'^^ем'Ь 

81Пдс=81П(6' + 6^(У)=81П^С08ХС$^Н С08^?8тХ(У, 



С08д=С08(^ + 6;(У)=С08^С08Х ^ 81Пб8ШХ(?, 
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ИЛИ, если введенъ вм'Ьсто модуля умноженхя и числа со бом- 
плексныя единицы ^ и т;, 

81Пд=8Ш(^ -Н СЭ(1^)=81П(^ Ч- К(?}^ + 81П(^ — У-^)^^ 
С08д=С08(^ Ч- а>(У)=С08(<9 4- X ^)^ + С08(^ — К(1)7;. 

Для модуля и аргумента 81п9 им'Ьемъ формулы: 

/-Т лг-: г— I 1 8Ш(^4-К(У) 

1/81П(^+Х(?)81П(^-КС»), - 1од зш(^-Х<У) ' 

ДЛЯ модуля и аргумента со8^— формулы: 

/ г:; !ч гг I 1^« С08(/? Ч- Х(5^) 

1/с08(^-ЬХС))С08(^-У.<)), -108_^^_^. 

Изъ этихъ формулъ мы выводвмъ сл'6дующ1Я вавлючен1Я. 

1. Такъ вавъ вомилевсный уголъ между двумя прямыми 
л и у5, определяясь до чиселъ вида [(тч-п)?4-(т — п)у;], мо- 
жетъ им'Ьть без численное множество значен! й 

гд'Ь д ОДНО ИЗЪ возможныхъ, то синусы и косинусы вомплевс- 
ныхъ угловъ между а и /?, соотв'Ьтствугощихъ одному и тому 
Ж9 перпендикуляру, им^ютъ по два значенхя: 

8т д , — 8ШЭ , 
СОЗд , — С08д . 

Значешя синусовъ и восинусовъ другихъ угловъ между а и /?, 
отв-Ьчающихъ второму перпендивуляру, суть: 

— 81П& , 8ша 

X X 

совд , — созЭ. 

2. Комплевсный уголъ между направлешями прямыхъ 
а и у5, определяясь до чиселъ вида 27т{ш^-\-пт)^ представ- 
ляющихъ перюды тригонометричесвихъ фунвц1й, можетъ 
ям^ть 8начен1я 



198 



а потону синусъ и косинусъ вомплевснаго угла между на- 
правлен1ями а -в. ^В могутъ им'Ьть только по одному 8начешк> 
81П^ и со8д. Если паправлен1е одной изъ двухъ лиши а и/? 
изм']^нимъ на противоположное, то комплексный уг^олъ изме- 
нится на Л", а синусъ и косинусъ его изм'Ьнятъ свой знакъ. 
Такъ какъ 

8Ш( — д) = — 8Ш19, 8Ш ( — ^ )=-8Шд, 

8Ш( — ^ ^ )~ — ^ЗШд, 

С08( — д)=С08 /^— 1? )= С08 ( — — д|=С08д, 

ТО синусы ъс/^иъ четырехъ комплексныхъ угловъ между на- 
правлен1ями а и /? вообще различны, а косинусы одинаковы. 
Синусы двухъ угловъ, отв4чающихъ одному и тому же пер- 
пендикуляру, отличаются знакомъ; синусы угловъ, соотв-Ьт- 
ствующихъ одному общему перпендикуляру, получаются изъ 
синусовъ угловъ, отв-Ьчающихъ другому, если посл-Ьдше умно- 
жимъ на ±(о/х. 

3. Бели линш а и /? С- параллельны, то синусы и коси- 
нусы комплексныхъ угловъ между ними равняются 

8ш2^.г и С082^.?-ЬГ, 
81П2Л7} и С082^.7? -Н ^, 

смотря по тому будутъ ли они :^- или у;-параллельны. 

4. Если ЛИН1И а и /^ взаимно полярны, то синусъ и ко- 
синусъ комплекснаго угла между ихъ направлешями равня- 
ются Он б9/к, когда направ лен1е /? соотв'&тствуетъ направленш 
а, и О и — 6>/к, въ противномъ случа-Ь. 

5. Если лиши а ш ^ Л^- или Л,- параллельны, то синусъ 
и косинусъ комплекснаго угла между ихъ направлен1ямЕ 
равняются 

0, + 1, или О, — 1, 

смотря по тому им']&ютъ ли а и /в одинаковое или различное 
направлеше. 

6. Изъ равенствъ 

8Ш(д -ЬЯ"57)=-8Шд , 8Ш(^4-Л-^)= — ^8Шв, 
С08(д -|-Л-7})=-С08д, С08('Э-»-Л"^)= — -СОЗд, 

ВИДНО, что умноживъ синусъ и косинусъ комплекснаго угла 
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нежду направлешями а и /в ял =Ьс^/х, получимъ синусъ и 
восннусъ вомпдевснаго угла между направлен1ями2]лиши а^а 
лиши /в'у поляры /?. 

7. Для даннаго значешя 81п9 вомплевсный уголъ[можетъ 
им^&ть четыре значешя: 

л тс 

не различающихся между собой на перюды 27г{ш^+пУ1); для 
данваго значешя со8^ комнлевсный уголъ можетъ яжЬть 
также четыре значен1я: 

не различающихся на пер1оды. По даннымъ значешямъ си- 
нуса и косинуса комплексный уголъ опред^^ляется до пер10довъ. 

8. 81п9=0 только тогда, когда линш а и /? или совпа- 
даютъ, или Л^', или Л^-параллельны, или, наконецъ, взаимно 
полярны. со8|Е^=0 только тогда, когда линш а и /? взаимно 
перпендикулярны. 

59. Моторъ наиъ совокупность двухъ прямыхъ. — Подобно 
тому какъ векторъ есть совокупность двухъ точекъ, роторъ — 
совокупность двухъ плоскостей, такъ моторъ можетъ быть 
разсматриваемъ какъ совокупность двухъ прямыхъ. 

Д'бйствительно, возьмемъ какую нибудь пару прямыхъ 
ЛИН1Й а и /? какъ угодно расположенныхъ въ пространстве 
и, принимая совокупность ихъ за н^что ц'&лое, назовемъ, что- 
бы отличить одну отъ другой, одну, наприм'Ьръ а, начальной, 
а другую, /?, конечной. Проведя общ1е къ нимъ перпендику- 
ляры е и е\ которые, какъ мы знаемъ, представляютъ собой 
взаимный поляры, и назвавъ точки пересЬчешя ихъ съ аи/З 
черезъ ауЪ,Л^е (см. чертежъ 13), мы можемъ построить весьма 
просто так1я системы. 

1, два вектора 

лежащ1е на г и е\ и им']&ющ1е начальный точки а и е{ на 
начальной прямой а и конечныя точки на конечной пря* 
мой /?; 

2, два ротора 

С=айе6, Р=ЛаЪеу 

у которыхъ ЛИН1И гиг' служатъ осями и начальныя пло- 
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скости ас1е и ЛаЬ проходятъ черезъ начальную прямую а, а 
Еонечныя ЛёЬ и аЬе — черезъ конечную ^в\ 

3, векторъ и роторъ 

б=аЪ^ Р=йаЬв, 

у которыхъ ЛИН1Я г служитъ лучомъ и осью, начальныя точка 
и плоскость опред'Ёляются начальной прямой а, а конечныя — 
конечной прямой /?; 

4, векторъ и роторъ 

у которыхъ ЛИН1Я г' служитъ лучомъ и осью, начальныя точка 
и плоскость опред'Ьляются начальной прямой а, а конечныя — 
конечной прямой /?. 

Чертежъ 13. 




Такъ какъ роторы С и Р полярны съ векторами б л о 
соответственно, то системы 1,2,3,4 могутъ быть преобразова- 
ны одна въ другую операц1ей поляризовашя изначитъ между 
собой эквивалентны. Моторы (б',Р) и (р,С) равны и служатъ 
видоизм']&нен1ями одного и того же мотора, скажемъ г, кото- 
рый ЛИН1И е не' им'Ёетъ своими осями. Моторъ т обращается 
въ ((Т,Р), когда точка приведен1я его находится на лин1и е, 
и въ ((),0), когда точка приведен1Я лежитъ на лин1и г'; онъ 
эквивалентенъ съ одной стороны систем']^ векторовъ ((Т,о), 
лежащимъ на его осяхъ г и г', а съ другой — систем* рото- 
ровъ (С,Р), им'Ьющихъ его оси своими осями. Означая 
черезъ •д=в'\-со^ комплексный уголъ между лин1ями а "ъ. ^^ 
соотв'1тствующ1й какому нибудь винтовому направлешю ^, и 
замечая, что ^ есть длина (й)^ в — уголъ йабе, 

Т((Т)=-<:ап§х(5^, Т(Р)=*апд^ 

тс 

мы| ипЛежь для тензора г, соотв^тствующаго выбранному 
направлен1ю г, выражен1е 
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^ ^^ С08^С08Х<У 



Его модуль и аргументъ равняются 



У 8Ш(^ 4- Х(У )8т(/? — Х(У ) I 1 ^ 8Ш(/?Ч-ХгУ) 
С08^ С08Х^ '' 2Х ^ 8111(^ — Х(У) * 

Итакъ совокупность двухъ прямыхъ лин1й опред']&ляетъ неко- 
торый моторъ: общ1екънимъ перпендикуляры служатъ осями 
мотора, тензоры мотора выраякаются черезъ углы и равстоя- 
шями между прямыми. Задать такимъ образомъ двумя пря- 
мыми лишями мы можемъ всяк1й моторъ. Ибо мы докажемъ 
въ сл'Ьдующей глав^, что всяБ!й моторъ г, каковъ бы онъ 
нибылъ, всегда им'бетъ дв^ оси е и е\ которыя по теореме 
§ 41 непременно взаимно полярны. Построивъ векторъ аЬ и 
роторъ ЛаЬе — элементы даннаго мотора т для точки приведе- 
В1Я а, находящейся на оси, проведемъ черезъ точки а т Ъ 
вектора аЪ лин1и а и ^3^ лежащ1Я въ плоскостяхъ ротора йаЪе, 
перпенднкулярныя къ г и следовательно пересекаю1Ц1я г': черезъ 
начальную точку а вектора аЬ — лин1ю а, лежащую въ началь- 
ной плоскости ЛаЬ ротора ЛаЬе^ черезъ конечную точку Ь 
вектора аЬ — лин1ю /^, лежащую въ конечной плоскости (Ле 
ротора ЛсЛе. Лин1и а л /3 т будутъ определять моторъ т въ 
указанномъ выше смысле. , 

Имея возможность ВСЯК1Й моторъ задать двумя прямыми 
ъ зная, что обратно всякая пара прямыхъ определяетъ одинъ 
я только одинъ моторъ, мы можемъ отождествить моторъ съ 
парой прямыхъ, если условимся различать одну прямую отъ 
другой, назвавъ одну начальной, а другую конечной, и можемъ 
разсматривать теор1ю моторовъ какъ отрасль геометрги, при- 
нимающую пару прямыхъ своимъ элементомъ. 

60. Зависимость между углами и тензорами суммы и сла- 
гаемыхъ. — Важное значен1е понят1й о тензоре мотора и 
комплексномъ угле обнаружится, если мы найдемъ зависи- 
мость между тензоромъ мотора, тензоромъ его проэкц1и и 
комплексномъ угломъ между осью мотора и осью проэкщи. 
Чтобы найти эту зависимость, мы займемся сначала выводомъ 
формулъ, которыя связываютъ между собой тензоръ суммы, 
тензоры слагаемыхъ вектора и ротора и углы между направ- 
лен1ями ихъ лучей или осей. 

Вернемся къ обозначен1ямъ и формуламъ § 54 и предпо- 
ложимъ, что ог=^оХ'\-оу. Въ силу этого предположешя ко- 
ординаты точки г будутъ связаны съ координатами точекъ 
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х,о,у соотношен1Яии (6) § 25, которня теперь при нашекъ вы- 
боре Боординатнаго тетраэдра, когда 

01=0, о,=0, о,=1, о,=0, а;^=у,=^^=0, 
^1=0, 0^=0, 0,=а„, 0,=а„ 

обратятся въ Сл^дующ1е 

бг^=а\,х,у,. 
Изъ нихъ мы выводинъ 

^3 л:, Уз ' ^е•^ ж, Уз ' 



и, наконецъ, принимая во вви11ан1е равенства (35), (37) и (40) 
и полагая въ нихъ согласно нашему услов1ю ^0^=1, 

Т^о/" =ТоУ' +Т!о/'', (49) 

Т,,^«'=Т,,е-''* + Т.^.е-*". (50) 

Унноживъ эти равенства на ё^^ и на — е**' и сложивъ, бу- 
демъ ин^ть 

умноживъ ихъ на е"*" и на — в"* и сложивъ, получаемъ 

Введя въ эти два равенства углы (а:о^), (^01/), (жо^) между 
направлен1яни лучей ох^ оу^ и о;ег, мы приведемъ ихъ въ виду 

Т Т Т 

^^'=-^^—= . ^^^ ■ . (51) 



81П(;г01/) 81п(а;0^) 81П(Ж02/) 

Эти посл^дн1е равенства, ьи^стЬ съ равенствомъ 

(хо^) + (г'0!/)=(^гоу) (52) 

и представляютъ собой исеомыя нами основвыя соотношен1Я 
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между тензорами слагаемыхъ векторовъ, тензоромъ ихъ суммы* 
и углами, которые ихъ лучи образуюгъ одинъ съ другимъ. 
Мы приведемъ зд'Ъсь еще два соотношен1я между т'бми же 
величинами, соотношенхя, которыя могутъ быть выведены изъ 
(51) и (52), которыя однако получаются проще прямо изъ 
(49) и (50), если мы перемножимъ ихъ почленно, одинъ разъ 
ничего въ нихъ не изм'Ьняя, а въ другой, перенеся предвари- 
тельно члены, содержащ1е 1;, въ первую часть. СжЬллвъ это 
и принявъ во вниман1е равенства (39) и (41) § 54, получимъ 

Т^.=Т^,-ьТ V -ь 2Т,,Т,^со^(хоу) (53) 

ТV=Т^,+Т^-2Т,,Т,,со8(^^о^) (54) 

Первое изъ этихъ ур. можетъ служить для вычислешя тен- 
зора суммы, а второе, такъ какъ оу^=ог—ох^ тензора раз- 
ности двухъ векторовъ. 

Видоизм']&няя вс^^ разсужден1я этого параграфа и пара- 
графа 54 согласно съ принципомъ двойственности, мы пришли 
бы къ формуламъ подобнымъ (51), (52), (53) и (54), а именно, 
означая черезъ То^г, Тог То;: тензоры роторовъ ОХ, ОГ, 0^,. 
черезъ {Х02)^ {20 Х)^ {ХОТ) углы между положительными 
направлен1ями ихъ осей, (направлен1ями 'вращен1я вокругъ 
осей) и предполагая, что 02=^ОХ-ьОТ, мы получили бы 

Трх Тру То;: 

Ш(ШТ)~81п{Х02)~^т{Х0Г) ' (55> 

{Х02)^{20Т)={Х0Т), 

Т»ол=Т'ох -н Т'оу н- 2Тол'ТоуС08(ХОГ), (б6> 

Т*оу=Т*ох-+-Т*о;: -2ТохТо/С08(ХО^). (57)' 

Разсмотримъ, какъ упрощаются выведенныя нами фор- 
мулы въ н'бкоторыхъ частныхъ случаяхъ. 

I. Если векторы ох и оу лежатъ на одной прямой, то, 
принявъ одно и то же направлен1е этой прямой за ихъ поло- 
жительное направлен1е, мы будемъ им'Ьть (а;ог/)=0 (см. § 54) 
и изъ равенства (53) получимъ 

Знакъ, который долженъ быть взятъ въ этомъ равенств']^, за- 
виситъ отъ того направлен1я, которое для луча о^ мыприни- 
маемъ за положительное; если оно совпадаетъ съ положитель^ 
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нынъ направлен1емъ ох и оу. то мы дожны будемъ брать 
знавъ +, въ чемъ мы уб']^димся сл'Ёдующимъ разсужден1емъ. 
Отношен1е Т^^ къ Т^^+Т^^ представляетъ собой непрерыв- 
ную фуБКЦ1Ю координат! точеЕЪ о^х^у^г, Тавъ какъ съ другой сто- 
роны, какъ видно изъ посл'Ьдняго равенства, это отношеше 
можетъ им'Ьть только два различныхъ значешя =Ы, то оно, 
изм']^няясь непрерывно, всегда должно сохранять одно и то 
же 8начен1е, пока о^==оа; + ог/ и векторы ох и оу лежатъ на 
одной прямой. Но предполагая, что положительное направле- 
ше ог одинаково съ положительными направлен1ями векто- 
ровъ ох и О!/, въ частномъ случа*]^ оа;=0 мыим^емъ оу=^о2^ 
Т^=То^ и отношен1е, о которомъ идетъ р-Ьчь, равняется -к I. 
Поэтому равенство 

Т =Т -ьТ 

поверяясь для частнаго случая ож=0, будетъ в-Ьрно и всегда, 
каковы бы ни были вектора ох и оу\ изъ него мы им'Ьемъ 

Т =Т Т 

^оу -^ох ^ох* 

Итакъ тензоръ суммы равняется сумм* тевзоровъ, тензоръ 
разности — разности тензоровъ. 

Если о^=од;-*-оу=0, то Т^^=0=Т^^ ч- Т^^. Векторы, сумма 
которыхъ равняется нулю, мы назвали равными и прямопро- 
тивоположными (см. § 29); мы можемъ поэтому сказать, что 
тензоры равныхъ и прямопротивоположныхъ векторовъ разли- 
чаются только знакомъ^ если для обоихъ одно и то же на- 
правлеше общаго имъ луча примемъ за положительное. Обратно, 
два вектора, им'Ёющхе общ1й лучъ, одно и то же положитель- 
ное направлен1е, равные по абсолютной величин']^, но разли- 
чающ1еся знакомъ тензоры, при сложен1и даютъ векторъ рав- 
ный нулю и значитъ равны и прямо-противоположны. Векто- 
ры о:г и о^о равны и прямо-противоположны: 

ох=^ — щ 
ибо Т,,=-Т,,. 

Совершенно такимъ образомъ мы выводимъ изъ ур. (56) 
для того случая, когда оси слагаемыхъ роторовъ совпадаютъ, 

« убеждаемся, что тензоры равныхъ прямо-противоположныхъ 
роторовъ различаются между собой только знакомъ, есди по- 
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ложительныя ваправлев1я ихъ совпадаютъ, и что роторы 
ОХ и ХО равны и прямо-противоположны: 

ОХ=—ХО. 

2. Если лучи веЕторовг ох и оу взаимно перпендику- 
лярно, то каждый изъ нихъ будетъ проэкщей суммы о^ на 
направлен1е своего луча, (а:оу)=±лг/2, 

(а:о^) + {2оу)=±тг/2, (58) 

и изъ формулъ (51) и (53) мы получаемъ 

Т,,--=Т,,со8(а:о^), То^=Т,,софоу). (59) 

-"■ ол ^ ох"^ ^ оу" 

Второе изъ этихъ равенствъ, введя въ него уголъ (хог)^ мы 
можемъ представить въ въ другомъ вид*: 

Т^=±Т^^.81п(аю^), 

причемъ знакъ второй части будетъ зависать отъ знака въ (58). 
Этотъ посл^днШ обусловливается въ свою очередь направле-. 
Н1емъ лучей ох и оу. Мы всегда можемъ, взявъ произвольно 
Баправлен1е луча ох^ выбрать направленхе луча оу такъ, что 
{хоу)=:т/2^ ибо съ перем-Ьной направления луча оу на про- 
тивоположное уголъ {хоу) будетъ изменяться на тт. Предпо- 
лагая, что выборъ направлен1я оу сд']^ланъ такимъ именно 
образомъ, мы должны въ (58) взять верхшй знакъ и тогда 
вместо (59) будемъ имЬть формулы 

Тох=Т,,со8(а;о^), Т,^=Т,,81п(а;о^), (60) 

содержащ1я одинъ только уголъ [хог). 

Если оси роторовъ ОХ тОТ взаимно перпендикулярны, 
то изъ формулъ (55) и (56), получимъ формулы 

Тах=То2:С08(ХОг), Тоу=ТогС08(^0Г) (61) 

ог — 1 ох-ь- 1 ОУ 

или Тох=То^со8(ХО^), Тоу=ТоА^т{ХОг) 

подобныя (59) и (60). 

Чтобы им^ть возможность короче выразить словами фор- 
мулы (59) и (61), мы введемъ два новыхъ понят1я. Алгебраи- 
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ческой проэкщй вектора на данное нанравленхе луча а, 
проходящаго черезъ его начало, мы будемъ называть тенворъ 
геометрической про8КЦ1й вектора на лин]ю а, вычисленный 
въ предположеши, что направлен1е луча а служить положи- 
тельнымъ для про8кц1и. Такъ какъ знакъ тензора вектора за- 
виситъ отъ направлен1я его луча, то очевидно, что знакъ 
алгебраической проэкц1и будетъ м'Ёняться съ перем'бной на- 
правлешя луча а на противоположное. Алгебраической про- 
экщей ротора на данное направден1е оси а, лежащей въ на- 
чальной плоскости ротора, мы будемъ называть тензоръ гео- 
метрической проэкцш ротора на лишю а, вычисленный въ 
предположеши, что данное направлен1е вращен1я вокругъ а 
служитъ положительнымъ для проэкщй. Очевидно, что знакъ 
алгебраической проэкц1и будетъ м'Ёняться съ переменой на- 
правлен1я оси а на противоположное. Въ т'бхъ случаяхъ, когда 
изъ смысла р']^чи видно, идетъ ли д']^ло объ алгебраическихъ 
или геометрическихъ проэкц1яхъ, т* и друпя просто будемъ 
называть проэкщями. 

Пользуясь этими новыми понят1ями, мы можемъ выра- 
зить формулы (59) и (61) сл'Ёдующимъ образомъ: 



Проэкшя вектора на данное 
наиравлеше луча, проходяшаго 
черезъ его начало, равняется 
11роизведен1Ю тензора вектора 
на косинусъ угла между поло- 
жительнымъ направлсшемъ век- 
тора и направлен1емъ луча про- 
экши. 



Поэкшя ротора на данное на- 
правлеше оси, лежащей въ на- 
чальной плоскости ротора, рав- 
няется произведен1ю тензора ро- 
тора на косинусъ угла между 
положительнымъ направлсн1емъ 
ротора и направленхемъ оси 
проэкши. 



3. Бели лучи ох и оу взаимно перпендикулярны, а 
конецъ г вектора о^ лежитъ на абсолютЬ, то лучъ ог^ назо- 
вемъ его у^ и лин1я гх^ проэктирующая векторъ ог на лучъ 
ох и перпендикулярная къ ож, назовемъ ее у\ пересекаются 
въ точке г абсолюта и значитъ Л^- параллельны, а лучъ ох 
можетъ быть разсматриваемъ какъ перпендикуляръ, опущен- 
ный изъ точки о лин1и у, одной изъ двухъ Л^-параллель- 
ныхъ, на другую, лин1ю у\ Уголъ между лишей у и ох. 
представляющ1Й собой, какъ сейчасъ увидимъ, функц1ю только 
длины а вектора ох^ называется, какъ изв'бстно, угломъ па- 
раллельности, соотв-Ьтствующимъ разстоян1ю а и означается 
черезъ 11(а). Чтобы получить выражен1е этой функщи, намъ 
стоитъ только въ формуле (59) подставить т'Ь значешя, вхо- 
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дящихъ въ нее величинъ, которыя они теперь въ нашем ъ 
случае имЪютъ, а именно 

Т^,=^*апгха, Т^^=~ , (ач)^)=П(а); 

тогда получимъ 1;апдха=гсо8П(а), 

откуда 1;апе - П(^) = ^""^ (62) 

— изв-Ьстная формула Лобачевскаго. 

Принципъ двойственности внушаетъ намъ мысль ввести 
уголъ параллельности и въ теор1Ю Л^-нараллельныхъ. Прове- 
демъ черезъ какую нибудь линш у' какую нибудь плоскость 
X и въ ней ЛИН1Ю г перпендикулярную къ у\ Черезъ г про- 
водимъ плоскость О, образующую съ X уголъ в^ а въ пло- 
<;кости О строимъ ЛИН1И у Е у^ Л,-параллельныя съ у\ 
Уголъ между у и е^ который равняется углу между у^ и е 
и представляетъ собой функщю угла в^ мы назовемъ угломъ 
параллельности между двумя Л^ -параллельными соотв']&тствую- 
щимъ углу в. Означивъ его черезъ п(^), по принципу двой- 
ственности, изъ (62) выводимъ 

Ыпё^п(в)=е^К (63) 

Такъ какъ въ эту формулу х не входить, то она прим^^нима 
безъ всякаго изм'Ьнен1я ко всякому пространству, кривизна 
вотораго не безконечно велика. 

Воспользуемся выведенными нами формулами во-первыхъ 
для вычислен1Я тензоровъ комоментовъ и моментовъ вектора 
и ротора относительно точки или плоскости, а во-вторыхъ 
для опред']^лен1я угла между направлен1ями двухъ прямыхъ, 
лежащихъ въ одной плоскости. 

Возвращаясь къ обозначен1ямъ § 34 и къ чертежу 7, 
напомнимъ, что 

а=02;=кМд(о^)=км„(у), Л=ОХ=км^(0^)=км^(Г), 
^=ог/=км^(о^)=км^(/), е=ОГ=км^(0^)=км^(Г). 

Такъ какъ о-гг=оа? -ь оу, 0^=0X4-01^ и лучи ох и оу, а 
также оси ОХ,ОТ взаимно перпендикуляры, то мы имйемъ 
соотношешя (59) и (61). Но 
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(а:о.г)=х(У+илг, (уо^) = в л-птг^ 

Т(а)=Т,,, Т(^)=Т,^, Т(/)=Т,, 
Т(11)=Тс.х, Т(е)=Т,ог, Т(Г)=То2: 

гдЬ ^ л 6' разстоян1Я точки а до прямыхъ ог и 0^, ^ и в' — 
углы между т^^ми же прямыми и плоскостью А, а потому 

Т(а)=±Т(/)со8К(У, ТС5)=±Т(/)со8^, 
Т(Й)=±Т(Г)со8^^ Т(е)=±Т(Г)со8хЛ'. (64) 

Итакъ тензоръ комомента вектора (ротора) относительно точки 
пропорц10наленъ косинусу произведен1я к на разстояше точки 
до луча вектора (оси ротора), а тензоръ комомента вектора 
(ротора) относительно плоскости пропорщоналенъ косинусу 
угла между лучомъ вектора (осью ротора) и плоскостью. 

Такъ какъ роторъ Г поляренъ съ векторомъ ^, то 
Т(Г;=хТ(у), разстоян1я д^б^ и углы вув^ связаны между 
собой соотношен1ями 

(} + (5'=л-/2к, в-^в'—л:/2 

и равенства (64) мы можемъ представить въ другой форм'6: 



Т(а)=±1т(Г)81ПК^', ТС5)==4:1Т(Г)81П^', 

л /С 

Т(Й)=±>сТ(/) 8шв', Т(е)==ЬхТ(/)81Пхб', (65) 

Всл'Ьдств1е полярности вектора у и ротора Г мы можемъ 
векторы а л/3 разсматривать какъ моменты Г, а роторы 6 и ^1 
какъ моменты у относительно точки а и плоскости Л. Изъ 
посл'Ьднихъ равенствъ мы заключаемъ поэтому, что тензоръ 
момента вектора (ротора) относительно точки пропорщона- 
ленъ синусу произведен1я х на разстоян1е точки до луча век- 
тора (оси ротора), а тензоръ момента вектора (ротора) отно- 
сительно плоскости пропорщоналенъ синусу угла между лу- 
чомъ вектора (осью ротора) и плоскостью. 

Знаки вторыхъ частей равенствъ (64) и (65) зависятъ 
отъ выбора направлешй, которыя мы принимаемъ за положи- 
тельныя для лучей и осей комоментовъ и моментовъ. Какъ 



209 



кожно опред'1лить эти знаки покажемъ въ сд'^^дующемъ па* 
раграф^^. 

Въ Эвклидовомъ пространств*, когда х=0, формулы 
(64) и (65) обращаются въ сл4дующ1я 

Т(а)=Т (/) , Т(^)=Т(7)со8(9, Т(Л)=Т(Г)со8^', Т(е)=Т(Г) 
Т(а)=^•Т(Г), Т(/в)=оэ ,Т(й)=0 ,Т(В)=0 (66) 

Первый рядъ даетъ намъ тензоры комоментовъ вектора 
и ротора относительно точки и плоскости. Мы видимъ, что 
тензоръ комомента вектора (ротора) относительно точки не 
зависитъ отъ положешя точки и равняется тензору вектора 
(ротора). Это свойство комомента въ связи съ т'Ьмъ обстоя- 
тельствомъ, что лучъ (оси) комомента Л1-параллеленъ съ 
лучомъ вектора (осью ротора), даетъ весьма простой спо- 
собъ строить въ Эвклидовомъ пространств'Ь комоментъ век- 
тора (ротора) относительно какой угодно точки: стоитъ только 
векторъ (роторъ), не изменяя его длины (угла), перенести 
параллельно самому себ* такъ, чтобы лучъ (ось) его прошелъ 
(прошла) бы черезъ данную точку. 

Второй рядъ даетъ намъ тензоры моментовъ относительно 
точки и плоскости. Мы видимъ 1, что тензоръ момента ро- 
тора относительно точки равняется произведен]ю тензора ро- 
тора на разстоян1е точки до оси ротора, 2, что тензоръ мо- 
мента ротора относительно плоскости равняется безконечно- 
сти, и въ 3, что тензоры моментовъ вектора относительно 
точки и плоскости всегда равняются нулю. 

ВсЬ формулы (66) легко могутъ быть выведены 
геометрически, если мыприпомнимъ сказанное въ § 34^ отно- 
сительно построен1я комоментовъ и моментовъ въ Эвклидо- 
вомъ пространств'Ь. Мы предоставляемъ заняться этимъвыво- 
домъ самому читателю. Зам'Ьтимъ только, что тензоръ момента 
ротора относительно плоскости равняется безконечности по- 
тому, что об* точки момента лежатъ въ безконечно удален- 
ной плоскости (§ 34^) и что тензоръ момента вектора отно- 
сительно плоскости равняется нулю не всл*дств1е равенства 
нулю самого момента, но оттого, что осью момента служитъ 
безконечно удаленная прямая (§ 34^), и об* плоскости мо- 
мента, будучи параллельны, образуютъ уголъ равный нулю. 

Выведенный нами формулы даютъ весьма простой спо- 
собъ определять уголъ между направлен1ями двухъ лучей 
ох и оу, лежащихъ въ одной плоскости, уголъ, который въ 

14 
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§ 54 мы опред^лядн системой ур. (35), (37) и (39). Ибо ло 
формуле (38) 

(хоу)=—\о§(аЬсЛ) (38) 

21 

МЫ находимъ {хоу)=и^-^п7Гу 

т]Л щ одно И8ъ возможныхъ 8начен1й угла {хоу)^ и для того, 
чтобы вполне определить уголъ {рму\ остается только над- 
лежащимъ образомъ выбрать число п. Съ этою ц']&лью беремъ 
на луч*]^ оу произвольный веБторъ оу и строимъ его геоме* 
трическую продБЦ1ю ох на лучъ ох и зат'бмъ, принимая дан- 
ный направлешя лучей ох и оу за положительныя для векто- 
ровъ ох и оу, опред^ляемь Т^^. иТ^ настолько, чтобы намъ 
былъ извЬстень знакъ отношенхя Т^^Т^^ а следовательно по 
формул* 

Т,,=Т,^со8(ггог/) 

и знакъ со8(а^1/). Такъ какъ знакъ косинуса меняется съ 
изменешемъ угла на тг^ то зная знакъ соъ{(соу)^ мы полу- 
чимъ одно изъ двухъ 

или п=2т, или п=2тч-1, 

где ш какое нибудь целое число, и такимъ образомъ найдемъ 
уголъ между направлен1ями лучей ох и оу. Итакъ уголъ между 
направлен1ями двухъ лучей мы всегда можемъ определить, 
пользуясь темъ обстоятельствомъ, что алгебраическая проэкщя 
вектора, лежащаго на одномъ изъ лучей, на направлеше дру- 
гого всегда равняется произведен1ю тензора вектора и коси- 
нуса угла между направлен1ями лучей. 

61. Алгебраическ1е коиоиенты и моменты относительно 
ЛИН1Н. — Имеемъ векторъ (Т, роторъ С и лин1ю а. Приписавъ 
лиши а и вращешю вокругъ нея как1я нибудь направлешя, 
мы будемъ называть алгебраическими комоментами и момен- 
тами вектора (5 и ротора С относительно направлешй лиши а 
тензоры геометрическихъ комоментовъ и моментовъ б* и С 
относительно а, вычисленные въ предположеши, что для нихъ 
положительными направленхями служатъ направлен1е а и 
направлен1е вращен1я вокругъ а. Такъ какъ тензоры вектора 
и ротора меняютъ свой знакъ съ переменой ихъ положитель- 
наго направлешя, то алгебраичесше комоментъ б и моментъ С 
относительно а будутъ изменять свой знакъ съ переменой 
направден1я а, а алгебраичесше моментъ б и комоментъ С — 
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<;ъ перем'&ной направлешя вращешя вокругъ а. Если бы мы 
условились вращен1ю вовругъ а приписывать на11равлен1е 
соответствующее направлен110 а, то эти направлешя, а вм*!- 
«т'Ь съ ними и знаки алгебраичесвпхъ вомоментовъ и момен- 
товъ относительно а ъ(Л бужуть изм']&няться одновременно. 
Когда изъ смысла ^^чя видно, идетъ ли д'Ёло объ алгебраи- 
ческихъ или геометричесвихъ комоментахъ и моментахъ, тЬ 
и друпе будемъ просто называть вомоментами и моментами. 
Алгебраичесв1е комоменты мотора (Т и С относительно лин1и а 
мы будемъ означать также кавъ и геометричесше: 

КМ!х(0), ММа((Г), КМа(е), ММа(С). 

Посмотримъ, вакимъ образомъ мы можемъ найти комо- 
менты вектора и ротора относительно лин1и, если намъ изв'6- 
€тны уголъ и равстоян1е между этой лин1ей и лучомъ век- 
тора или осью ротора. Возвращаясь къ обозначен1ямъ § 54 
и въ чертежу 13, предположимъ, что лин1я /? служить лу- 
чомъ вевтора б и осью ротора С. Приписавъ лин1ямъ а е /3 
вав1Я нибудь винтовыя направлен1я, означимъ черезъ в ж д 
уголъ иразстояше между направлешями аи^, соотвЬтствую- 
Щ1е перпендпвуляру г, черезъ В ш О тензоры С и (У, со- 
отв']&тствующ1е выбранному винтовому направлешю /3. Чтобы 
опред'Ьлить вомоментъ б относительно а, мы должны (§ 43) 
сначала построить вомоментъ вевтора б относительно вавой 
нибудь точви ЛИН1И а, а зат'Ьмъ найти проэвц1Ю его на эту 
последнюю. Проще всего вомоментъ б определить относительно 
точевъ а и с2: тавъ вавъ плоскость полярная съ точвой а, 
вавъ находящейся на лиши г, проходитъ черезъ лин1ю г' и 
пересЬвается съ /3', лучомъ вевтора б, въ точв* е, то пере- 
неся начало вевтора б въ точву е ипостроивъ проэвц1Ю вев- 
тора на ЛИН1Ю ае, получимъ вевторъ б\ воторый и будетъ 
вомоментомъ б относительно а. Если то направленхе лин1и ов, 
которое мы приписываемъ ей, определяя углы и разстоян1Я 
между направлен1ями а тл/3 (см. §54), мы примемъ за поло- 
жительное для вевтора б\ то тензоръ вевтора О" будетъ рав- 
няться Осо^\ Перенесемъ вевторъ б' вдоль прямой ае тавъ, 
чтобы начало его поместилось въ точву а, и построимъ его 
проэвщю (У" на линш а. Вевторъ (У" будетъ геометричесвимъ, 
« тензоръ его, равный произведешю тензора б' на созд: 

или (§ 54) е^.С08Х(У.С08^ (67) 

1 л* 
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алгебраичесЕимъ Бомоментомъ б относительно выбраннаго на- 
правлен1я а. Если бы, опред'Ёляя комоментъ б относительно 
а, вместо точки а ны воспользовались бы точкой (2, то полу- 
чили бы выражеше 

гд-Ь в^' уголъ между направленьемъ а и какимъ нибудь опре- 
д'Ьлепнымт» направленхемъ лин1И &й, а в^ уголъ между т-Ьмъ 
же направлен1емъ ЪЛ и направленхемъ /?. Мы знаемъ, что 
углы в^ и ^/ могутъ различаться отъ в и в' только на вели- 
чины кратныя отъ л*. Но теперь, въ силу того, что два полу- 
ченныхъ нами выражен1я для комом епта б относительно лп- 
Н1И а должны быть равны, мы видимъ, что углы в^ и ^?/ 
должны или одновременно равняться в и в\ или одновременно 
отличаться отъ нихъ на гг, случаи же в=в^^ &=в^^-\-гт 
или ^=5^н-л', ^'=^/ невозможны. Итакъ углы и разстояшя 
между направлен1ями дпухъ прямыхъ а и /? не яависятъ отъ 
того, воспользуемся ли мы при опред4лен1и ихъ вспомогатель- 
ной лин]ей ае или лин1ей Ъй\ мы доказали такимъ образомъ 
оставшееся въ § 54^ недоказаннымъ. Видоизменяя сказанное 
согласно съ принципомъ двойственности, увидимъ, что комо- 
ментъ ротора С относительно а будетъ 

Л.С08Х^.С08^. (68) 

Моментъ б относительно а равняется, въ чемъ нетрудно' 
убедиться, комоменту относительно а ротора С полярнаго 
съ б. Роторъ С имеетъ своею осью лин1Ю /:', поляру /?, и 
тензоромъ число к(т, если за положительное направлен1е для 
него примемъ вращенхе вокругъ /3^ , соответствующее на- 
правленш/?. Замечая, что уголъ и разстоянхе между соответ- 
ствующими направлен1ями /? и /5" равняются гг/2 и — гг/2/- 
(§ 565), а между а и /?', по свойству сложимости, 

гт/2-Ь(9,— л-/2х-Ь(5', 

по формуле (67) мы находимъ, что моментъ вектора б отно- 
сительно а, равный комоменту С, будетъ 

хвсо8(л"/2+^).со8( — л-/2к-ьб), 

или — Х(т.81ПК(У.8Ш<?. (69) 

Подобными же разсужден1ями убедимся, что моментъ С отно* 
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сительно а равняется 



— .8^п^с^.8^п^. (70) 



Пользуясь выведенными формулами, мы можемъ опреде- 
лить не только абсолютную величину тензоровъ комомента и 
момента вевтора или ротора относительно точки или плоско- 
сти, что было уже сд'Ёлано нами въ предыдущемъ параграф'^, 
но и ихъ знаки. 

Въ самомъ д'бл']^, предположимъ, что мы хотимъ найти 
тензоръ комомента вектора б (ротора (?) относительно точки о. 
Построивъ лучъ (ось) а этого комомента и приписавъ ему 
какое нибудь направленхе, означимъ черезъ в ж 6 уголъ и 
разстоян1е между направленгями а ж /^. Такъ какъ комо- 
менть (Г(е) относительно точки о лежитъ на лин1и а, то тен- 
зоръ его будетъ равняться комоменту б{^) относительно а и 
следовательно определится формулой (67). Если в т ^ 
соотв'Ьтствуютъ перпендикуляру между а и /5, проходящему 
черезъ о (одинъ изъ общихъ перпендикуляровъ къ а и /^ 
пройдемъ черезъ о [см. § 34,]), то уголъ ^, который равняется 
п7т + 2ш7г^ гд* пит ц-Ьлыя числа, мы всегда можемъ, поль- 
зуясь способностью угла и разстоян1Я между направлен1ями 
двухъ прямыхъ меняться одновременно на л" и гт/х, приве- 
сти къ виду 2т7г. Тогда разстоянхе д определится до вели- 
чинъ кратныхъ отъ 2л"/к и формула 67 (68) приметъ видъ 

(тсозк^" {Во,о^у.6) (71) 

Если же ^ и (? соотвЬтствуютъ тому общему перпендикуляру 
въ а и /9, который проходитъ черезъ точку ихъ пересечен1я, 
то разстоянхе сУ, изменяя одновременно в VI 6 на гг и гг/к, 
мы можемъ привести къ виду 2шгг/х, Тогда в определится 
до величинъ кратныхъ отъ 2л: и формула 67 (68) приметъ 
видъ 

Осо^ (Ксоз^). (72) 

Так1я же формулы (71) и (72) мы получимъ и для тензора 
комомента вектора б (ротора С) относительно плоскости О. 

Предположимъ, во-вторыхъ, что мы хотимъ определить 
моментъ вектора б (ротора С) относительно точки о. Построивъ 
ч)сь (лучъ) а момента (У(0) относительно о, припишемъ ей 
какое нибудь направленхе и означимъ черезъ в я & уголъ и 
разстоян1е между направлен1ями а и /$. Такъ какъ моментъ (Т(С) 
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относительно о им-Ьеть а своею осью (своимъ лучомъ), то 
тензоръ момента будетъ равняться моменту (Г(С) относительно 
а и определится формулой 69 (70). Если в и ^ соотв-Ьт- 
ствуютъ тому общему къ а и /? перпендикуляру, который 
проходитъ черезъо (одинъ перпендикуляръ непременно прой- 
детъ черезъ о) то ^=гг/2 + шгг и, пользуясь свойствомъ угла 
II разстоян1Я мещу двумя направлен1ями изменяться одно- 
временно на Л" и гг/к, мы можемъ привести къ виду 
— гг/2 ч- 2^гг; тогда разстоянхе (Г определится до величинъ 
кратннхъ отъ 2л"/х, и формула 69 (70) приметь видъ 

— 8ШХ($ ((тК8ШХ(У) (73) 

Если же ^ и ^ соответствуютъ тому общему къ а и у5 пер- 
пендикуляру, который черезъ точку о не проходитъ, то раз- 
отоян1е ^^ изменяя одновременно ^ иЛ на гг и л"/х, мы мо- 
жемъ привести къ вику — л'/2х-|-2тгг/х; тогда ^ определится 
до величинъ кратныхъ отъ 2гт и формула 69 (70) приметь 
видь 

^8Ш^ {ОЫпв) (74) 

Так1я же формулы (73) й (74) мы получимь и для тензора 
момента вектора (У (ротора С) относительно плоскости О. 

62. Алгебраическая проэкц1я мотора на лин1Ю.--Имеемь 

моторъ р((У,С) и ось а. Приписавъ оси а какое нибудь вин- 
товое направлеше и принявъ его за положительное для гео- 
метрической проэкщи мотора на лин1ю а, мы будемъ назы- 
вать тензоръ этой последней, соответствующ1й направлен1Ю а, 
алгебраической проэкцхей мотора ^ на направлепхе а. Оче- 
видно, что алгебраическая проэкцтя меняетъ свой знакь съ 
переменой направлен1я а. Когда изъ смысла речи видно, 
идеть ли дело обь алгебраической или геометрической про- 
экщи, ту и другую мы будемъ просто называть проэкщей. 
Алгебраическую проэкц1ю мотора о на а будемъ означать 
также какъ и геометрическую: 

Ора(О). 

Относительно алгебраической проэкц1и мы докажемъ прежде 
всего следующую весьма важную теорему, которая уже одна 
была бы способна вследств1е аналог1и равенства, ее выражаю- 
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щаго, съ хорошо изв'Ьстнымъ основнымъ равенствомъ теор1и 
вевторовъ, формудированнынъ нами въ § 60 словами, оправ- 
дать введен1е въ теор1ю вевторовъ понят1й о тензор'Ь и вом- 
плевсномъ угл-Ь. 

Теорема I. — Алибраи^1еская проакигя мотора наиаправ- 
ленге луча равняется произведенью тензора мотора на коси- 
иусъ комплекснаго угла между направленгемъ оси мотора^ 
соотвтьтствующимъ этому тензору, и направленгемъ луча 
прожцги. 

Въ самомъ д^л*, пусть (Т и С вевторъ и роторъ мотора о 
для точви приведен]я, находящейся на оси/? мотора. Мы знаемъ, 
что элементами проэвщи р служатъ (см. § 44): 

вевторъ (У'=ВМа {б) 4- ММа (С), 

роторъ е'=ММа {б) 4- ВМа (С). 

Тавъ вавъ векторы вма((Т), ммсс(С) тижЬотъ лин]ю а своимъ 
лучомъ, а роторы мм» {б) и вма (С) — своею осью, то тензоръ (У' 
будетъ равняться сумм* тензоровъ вма((У) и мма(С), а тен- 
зоръ С — сумм* тензоровъ мма(б) и вма(С) (§ 6О1). Но тен- 
зоры ВМа((Т), ВМа (С), ММа (б), ММа (С) ПрСДСТаВЛЯЮТЪ СОбоЙ аЛГе- 

браическ1е вомоменты и моменты (Т и С относительно а, а 
потому, означая эти посл']^дше согласно сд']^ланному въ § 61 
услов1ю также вавъ и соотв'Ьтствующ1е имъ геометричесвхе 
вомоменты и моменты, мы им'Ёемъ 

Т(а')=ВМа((Г)4-ММа(С), 
Т(С')=ММа(б)-ЬЕМа(С), 

или Т{&)=0 со8^ со8Х(У 81П^ 8^пк^, 

Т(С')=^В С08^ С08Х(У— Х(У 8Ш^ 81ПК(}^, 

гд-Ь ^ и (У уголъ и разстоян1е между направлешями а и /?, 
а ЛЗ и (т тензоры С и (Т, соотв'Ьтствующ1е выбранному на- 
правлен1ю /?. Зная Т((Т') и Т(С') и замечая, что вевторъ б' 
и роторъ С' лежатъ на лиши а, воторая служитъ осью гео- 
метричесвой проэкц1и р на а, находимъ, что алгебраическая 

Пра(^)=Т(С') + «Т((^')=^г С08<9 С08 /6 —У.а 8Ш^8ШХгУ 

Сг со8^ С08К(У 8тв вту.6^ \ , 

или Пра(())=(Л + 69бОс08(^-|-6}(У), 
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или, наБонецъ, полагая 

Эго равенство и выражаетъ собой теорему, ибо 9=в-^(оЗ 
есть комплексный уголъ между направлешями а и /?, а 
Д=^? н-со(т— тензоръ о, соотв-ЬтствующШ направленш /?. 
Итакъ теорема доказана. 

Если два мотора у^{а^^й^) и /,(^3,^2) им-Ьютъ общую 
ось а, то посл'Ьдняя служить также осью и для ихъ суммы. 
Это становится очевидньгмъ, если мы предположимъ, что точка 
приведен1я находится на общей оси; ибо тогда, по самому 
опред']^лешю оси, векторы а^ и а„ а вм']^ст'& съ ними и век- 

торъ «3=^1 "♦■ ^2 м^'1'<^Р^/з=/1'^/«? будутъ лежать на оси а, 
и та же ЛИН1Я а будетъ служить осью и для роторовъ й^ я А^, 
а также и для ротора й^=^й^-ьй^ мотора уз- Принимая одно 
и то же винтовое направлеше общей всЬмъ моторамъ у^ ,^„у, 
оси а за положительное для всЬхъ трехъ, мы будемъ ин'^'гь 

Т(аз)=Т(а,) + Т(«,), Т(йз)=Т(Й^ + (Л,), 
откуда 

Т(йз) + б>Т(аз)=[ВД)4-Т(й,)]н-а.[ТЮ-ьТ(а,)] 
или Т(7з)=Т(/,) + Т(7,), 

т. е. тензоръ суммы и тензоры слагаемыхъ моторовъ, соотв^т- 
ствующхе одному и тому же направлешю общей имъ всБмъ 
оси, связаны между собой соотношенхемъ: тензоръ суммы рав- 
няется сумм* тензоровъ слагаемыхъ. 

Предположимъ теперь, что 0=0^4-^,. Такъ какъ 

11Р«(?)9 11Ра(Р1)> 11Ра(?2) ^^^ им-Ьють лишю Л своею осью, и 
(теорема § 44) 

Пра(())=пра(01)+Пра(0,), (75) 

ТО по доказанному сейчасъ 

Т[11Ра(р)]=Т[пра (?,)] + Т[пра (^,)]. 

Но тензоры, входящ1е въ последнее равенство, представ- 
ляютъ собой алгебраическ1я проэкцхи моторовъ р,^)^,^), на 
лаправлен1е а, а потому оно можетъ быть снова написано 
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въ вид* (75), если подъ пра(р), пра(р1), пря(02) будемъ 
подразр1'1вать уже не геометрическ1я, а алгебраичесБ1я про- 
экщи моторовъ р,о^,о^ на направлен1е а. Итакъ иы дока- 
зали следующую теорему. 

Теорема П. — Дроакцгя суммы равняется суммгь проэкцьй. 

Эта теорема и теорема § 44, ВБгражающтяся однимъ и 
т'^^мъ же равенствомъ (75) и тожественныя по вн']^шнему виду, 
т'Ёмъ не мен^е существенно различны, ибо въ первой р'бчь 
идегь объ проэБщяхъ алгебраичесБихъ, а во второй о про- 
экц1яхъ геометричесЕихъ. 

63. Составляющ1Я и проэкцхи мотора на трехъ осяхъ. — 

Теоремы, доказанныя нами въ предыдущемъ параграф']^, даютъ 
возможность обратиться къ изложен1Ю теор1и комплеЕСныхъ 
координатъ мотора. 

Возьмемъ при прямыя х,у.^ каБъ угодно расположенныя 
въ пространстве (он'Ь могутъ перес^Ькатьои и не пересЬ- 
Баться) и, приписавъ имъ БаБ1я нибудь винтовня направле- 
н]'я, положимъ для БратБОсти 

А= л^н-сэ"Х ^^=сов{уг)^ 
^/г =//^ н- б>/г^^=со8(-8'а;) , 
V = '^^'Ьс^}'^^^ =С08(а;?/), 

гд-Ь (г/2^), (^гс), {ху) суть комплеБСные углы между направле- 
шями осей у и г^ ^^ и Ху X л у. Возьмемъ загЬмъ три бом- 
плеБСныхъ числа а,&,с и построимъ три мотора, аф^у^ для 
Боторыхъ х^у^г служили бы осями, а числа а,Ь,с тензорами, 
соотв'бтствующими выбраннымъ направлен1ямъ х^у^г. ТаБъ БаБЪ 
по заБону Боммутативности и ассощативности сложешя (§ 44) 
сумма моторовъ не зависитъ отъ порядка слагаемыхъ, то три 
мотора аф^у опред^ляютъ одинъ и тольбо одинъ моторъ 

и Баждый изъ моторовъ (ХуВ^у играетъ по отношешю бъ мо- 
тору о одинаБовую роль; мы будемъ называть аф^у геоме- 
тричесБими, а числа а}>уС алгебраичесБими составляющими 
мотора о по осямъ х^у^г. Когда изъ смысла р']^чи видно, 
идетъ ли д']^ло объ геометричесБихъ или алгебраичесБихъ 
составляющихъ, т'Ь и друг1Я безразлично будемъ называть 
просто составляющими мотора. 
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Теорема I. — По даниымъ составляюгцимь мотора о по 
осямъ х.у,0 можно найти одну и только одну систему про- 
жцЫ о на оси х^у^г. Обратно по даннымъ прожигямъ мо- 
тора ^ на оси х^у^г можно найти одну и только одну си- 
стему составляющыхъ о по осямъ х^у^г^ если опредгьлшпель 

1 V /г I 
V 1 >^ 
^ Л 1 



Д= 



/ 



не равенъ числуу изображаемому какой либо точкой инва- 
ръантной (въ смыслгь § 11) прямой, 

Въ самомъ ]ЛлЬ^ пусть 

С0СТаВ1ЯЮЩ1Я и 

д;=Хч-а9Х, у=^У+(оМ^ ^=^4-6)^ 
проэвцш нотора ^ на оси х^у^г. Тавъ какъ 

гд'Ь а.^^у суть геометричесюя составляющ1я мотора о по 
осямъ, то проэвтируя ^ на ось х и пользуясь теоремами 
предыдущаго параграфа, мы получаемъ первое изъ уравнен1й 

а;=а -+-&'> +си. 

у=а7 ч-Ь +СЛ, (76) 

связывающихъ проэкщи мотора ^ съ его составляющими. 
Остальныя два ур. получаемъ подобнымъ же образомъ, про- 
эвтируя моторъ о на оси у V^ г соответственно. Изъ этихъ 
ур. видно, что по даннымъ составляющимъ а,&,с про9ВЦ1и мо- 
тора на оси х^у^г вполн']^ и елинствевнымъ образомъ опре- 
д'Ьляются, вавовы бы ни были \и^^. 

Чтобы обратно по даннымъ проэвц1ямъ найти состав- 
.1ЯЮЩ1Я а,Ь,с, мы должны ур. (76) р-Ьшить относительно этихъ 
посл^днихъ; получимъ 

а=(Д^,гг+ Д,1у + Лз1^) : Д 
Ъ={А,,х-\'А^,У'Ь^,,^) : Д (77) 
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гд-Ь Л„, и т. д. суть миноры второго порядка определи- 
теля А. Тавъ кавъ въ зиаменател'6 выражешй а,Ъ,с черезъ 
а:,2/,2г входитъ опред'Ёлитель А, то при произвольно задан- 
ныхъ х^у^2! мы будемъ им']Ьть одну вполн']Ь опред'Ьленную си- 
стему вонечныхъ ЗБачен1й для а,Ъ^с только въ томъ случа']^^ 
когда опред'Ьлитель А не равенъ числу, изображаемому точ- 
кой инвар1антной (въ смысле § 1]) прямой лиши. Тавимь 
образомъ теорема доказана. 

Въ томъ частномъ случа'Ь, когда оси а?,у,^ взаимно пер- 
пендикулярны и проходятъ черезъ одну и ту же точку о 
(начало координатъ) или ьс! лежатъ въ одной и той же пло- 
скости О (начальная плоскость координатъ), 

л=гг=V=0, А=1 

и проэкщи х,у,г мотора о становятся равными его состав- 
ляющимъ а^Ъ^с. 

Теорема П. — Можно построить одинъ и только одинъ 
моторъ^ составляющгя нотюраю по осямъ х^у^г равняются 
тремъ прогьзвольно заданиымъ Ч11сламъ. Обратно для даннаго 
мотора сугцествуетг одна и только одна система трехъ 
составляю1циосъ по осямъ ж,у,^, если опредгьлит^ль А не ра- 
венъ числуу изображаемому точкой инваргантной прямой. 

Построивъ по алгебраическимъ составляющимъ а^Ъ^с 
мотора () геометричесия оСу^^у ^ стоитъ только сложить 
посл'6дн1я , чтобы получить моторъ о. Тавъ какъ сумма 
моторовъ (1ф,,у можетъ быть только одна, то первая часть 
теоремы очевидна. 

Чтобы обратно для даннаго мотора найти его состав- 
ЛЯЮ1Ц1Я а))^с по осямъ х.у^г, мы опред']^лимъ сначала его 
продкц1и на эти оси. Нзявъ точку приведешя мотора о на 
оси х^ строимъ его вевторъ б и роторъ С; проэктируя зат'^^мъ 
гг и С на ось X и означая проэкцхю С черезъ X и проэкщю б 
черезъ X, находимъ проэкщю мотора о на х: 

х=Х-^(оЕ. 

Также опред'Ьляемъ, последовательно беря точки приведешя 
на осяхъ 2/ и ^, проэкщи ^ и ^ мотора ^ на оси у та. г. Зная 
проэкц1и по теореме I найдемъ и составляющ1я, ибо по пред- 
положешю определитель А не равенъ числу, изображаемому 
точкой, находящейся на какой нибудь изъ инвархантныхъ 
прямыхъ. 
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Сл'Ьдствхе I.— Эта теорема показываетъ намъ, чтовсяшй 
моторъ ^ можно задать его тремя алгебраическими состав- 
ляющими по осямъ , если опред^^литель Л удовлетворяетъ 
услов1ю, указанному ъъ теорем'Ь. Мы можемъ, поэтому, на- 
звать алгебраичесшя составляющ1я комплексными координа- 
тами или просто координатами мотора. 

Сл'Ьдств1е II. — Если два мотора равны, то равны ихъ 
соотвЬтствующхя составляю Щ1Я • по осямъ, когда определи- 
тель Д удовлетворяетъ условхю теоремы. Обратно, если у 
двухъ моторовъ равны ихъ соотв'Ьтствующ1Я составляющ1я, 
то и моторы будутъ равны. 

Сл'Ьдств1е III. — Для того, чтобы моторъ О3 равнялся 
сумм* моторовъ о, и Од необходимо и достаточно соблюдеяхе 
сл^дующихъ услов1й 

аз=а1-ьа„ Ъ^=Ь,-^Ъ„ с,=с,'\-с^, (78) 

гд-Ь а^,ЬрС^; а^^Ъ^,с^\ ^3)^35^3 означаютъ алгебраическ1я состав- 
ЛЯЮЩ1Я моторовъ о^,02,р, по осямъ х,у^:г. Въ самомъ Д,^1!Ь, 

означимъ черезъ «,Х)/Г' ^2з^2>/2» ^зА»7з геометричесюя 
'С0ставляющ1Я по осямъ моторовъ (>рО}.Оз* Допуская, что 
им-Ьютъ мЬсто соотношешя (78), им-Ьемъ ^ 

«3=^1 +«2, А=А +А) /3=71 +/2- 

•Складывая эти равенства и зам'бчая, что 

лаходимъ Оз^р! "''?2- Предположимъ обратно, что Рз=р^ ч- о,. 
Моторъ о, составляющ1я котораго по осямъ суть а^-ьа,, 
Ь^-^Ъ^у ^1+^27 ^^^т* сейчасъ было показано, равняется сумм'Ь 
р^^-р,; поэтому р:=рз и (си-Ьдствхе II) им-Ьютъ м']&сто ра- 
венства (78). 

Теорема III. — Если опредгьлишель А не равепъ числу^ 
изображаемому какой либо точкой инваргантной прямой^ 
то всегда можно построить одинь и только одинъ моторъ, 
прожцги котораго на оси х^у^г равняются тремъ произвольно 
заданнымъ числамъ ж,1/,-г. Обратно для всякаго мотора суще- 
ст^уетъ одна и только одна система трехъ прожцгй х^у^г 
на координатныя оси. 

Въ самомъ д-Ьл*, если определитель Д не равенъ числу, 
изображаемому какой либо точкой инвар1антной прямой, то 
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по тремъ продвц1ямъ мотора на оси х^у^г мы можемъ найти 
сначала по ур. (77) его алгебраичесюя, а потомъ и геоме- 
трическ1Я состав ЛЯ101Д1Я. Сдоживъ посл-Ьдшя, получимъ н 
самый моторъ. Вторая половина теоремы прямо вытеваетъ 
изъ опред%лен1Я проэвцхи мотора на ось: п^роэкщя мотора на 
ось можетъ быть только одна. 

Сл4дств1е I. — Изъ этой теоремы видно, что всяшй мо- 
торъ можно задать его тремя проэвц1ями на три оси х^у^г^ 
если определитель Д удовлетворяетъ указанному въ теорем* 
услов1ю. Мы можемъ, поэтому, назвать алгебраичесшя про- 
9ВЦ1И мотора на оси х^у^г комплексными координатами или 
просто координатами мотора. 

Сл'Ьдств1е II. — Если два мотора равны, то равны- и ихъ 
проэкщи на оси х^у^г. Обратно, если у двухъ моторовъ равны 
ихъ проэкщи, то и сами моторы равны. 

Сл'Ьдств1е III. — Для того, чтобы моторъ о, равнялся 
сумм* моторовъ р^ и ^2? необходимо и достаточно соблюде- 
Н1е сл'Ьдующихъ услов1й 

х.,^х^л-х^, У^=У,+У^, 2^=г,^2^ (79) 

гд4 х^.у^^2^; х^^у^^г^\ х^^у^^^^ означаютъ проэкщи моторовъ 
соотв-Ьтствевно на оси х^у^г. Въ самомъ д^лЪ, если ^,=0^ -^^^^ 
то по теорем* второй предыдущаго параграфа будутъ им-Ьть 
м-Ьсто соотношен1я (79). Обратно, если им-Ьютъ м*сто соотно- 
шешя (79), то проэкщи мотора р=()1 -^р,: х^ -^х^^у^ -^У^^^х +^2 
равны проэкщямъ мотора Од', с.1'Ьдовательно Оз=р=о^+р,. 

64. Тензоръ мотора. — При доказательств* теоремъ пре- 
дыдущаго параграфа мы не д*лали никакихъ предположен1й 
относительно того, им-Ьотъ ли моторъ р оси или н*тъ. Допу- 
стимъ теперь, что моторъ о им*етъ оси и обратимся къ р*- 
шешю сл*ду101дихъ двухъ задачъ: 

1. Зная тензоръ мотора и комплексные углы, которые 
его ось образуетъ съ осями а?,у,^, найти его проэкщи и со- 
ставляющ1я на осяхъ. 

2. Зная проэкщи или составляющ1я мотора на осяхъ а?,|/,^, 
найти тензоръ мотора и комплексные углы, образуемые его 
осью съ осями координатъ. 

Означимъ черезъ ^^ 5^2)^3 комплексные углы, которые 
направлешя осей х^у^г образуютъ съ направленхемъ одной 
изъ осей мотора, черезъ И соотв'Ьтствующ1й этой последней 
тензоръ и черезъ х.у^г проэкц1И мотора на координатныя оси. 
По теорем* I § 62 им*емъ сл*дующ1я соотношешя между 
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^?У>^?^П^2»^3»-2- 



а?=-Эсо8Э,, 1/==Ясо8Э,, г=Нсо^ду (80) 

Эти соотношен1Я вподн']^ р^шаютъ первую задачу, ибо, вычн- 
€л:ивъ проэкщи, по формуламъ (77) найдемъ и составляющи 
мотора по осямъ х^у^г. Обращаясь къ р']&шен1ю второй задачи, 
выведет» сначала формулу для тензора мотора. 

Теорема. — Евадрашъ тензора мотора равняется суммгь 
произведены прожцгй мотора на соотвтьтствующгя его со- 
ставляющгя: 

Н^=ах-{-ЪуН'С^. (81) 

Въ самомъ д'Ьд'Ь, если а,/?,у суть геометричесшя состав- 
ЛЯЮ1Д1Я мотора о, то о=а4-/5-ьу. Проэктируя о и его гео- 
метричесв]я составляющ1я на ось о и зам']&чая, что проэкщя 
мотора о на свою ось равняется тензору его, получаемъ по 
теоремамъ § 62 

Н=асо^д^ 4- Ьсозд, н^ ссов^з- 

Умноживъ это равенство на ^7 и принимая во внимаше (80), 
получаемъ искомую формулу (81). 

СлЬдстихе I. — Если въ формул* (81) введемъ вм-Ьсто 
проэкщй мотора о его составляюпия а,Ь,с, то получимъ вы- 
ражеше Н^ только через ь составляющ1я 

Н^=а^ -^Ъ^'^с^ + 2аЪс 4- 2 аса + 2^аЪ, (82) 

СлЬдствхе П. — Если въ формул* (81) введемъ вместо 
составляющихъ мотора о его проэкщй ж,у,-гг, то получимъ 
выражен1е Л^ только черезъ проэкц1и 



Я^=— 



1 V // ГС 

V 1 А у 

а л 1 ;8г 

X у г ^ 



: А (83) 



или Я*=(д^^ж>н-Д„|/*н-Дзз-г*-4- (84) 

+ 2Д2з2/^ч-2Дз1-га; + 2Д^2Ж2/) : Д. 

Такимъ образомъ выражен1я квадрата тензора мотора черезъ 
проэкщй и составляющ1я представляютъ собой дв* союзння 
•формы. 
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Сл'Ьдств1е III. — ^Если выра»ен1я (80) проэкщй а?,1/,^ мы 
Бнесеиъ въ (83), то получимъ сл']&ду1а1цее соотношен1е между 
косинусами комплексныхъ угловъ, которые ось мотора обра- 
зуетъ съ координатными осями: 



А=— 



1 


V 


и 


СОВ©! 


V 


1 


Л 


СОЗ^з 


и 


л 


1 


С08|9, 


созЭ, 


созЭ^ 


С089, 






(85) 



Сл4дств1е IV. — Когда оси x^у^^^ взаимно перпендикулярны 
я проходятъ черезъ одну и ту же точку о или всЬ лежать 
въ одной плоскости О, то >1=а='у=0, Л=1, проэкщй мо- 
тора равны его соотв'Ьтствующимъ составляющимъ и форму- 
лы (81) и (85) принимаютъ видъ 

^5Р=^^*+у^4-^^ (8Г) 

С08*д, +со8*^2^-со8'5з=1- (85') 

Быведенныхъ формулъ вполне достаточно для р']^шен1Я 
второй задачи. Зная проэкщй или составляющ1я мотора по 
одной изъ формулъ (81), (82) или (83) мы опредЬлимъ тен- 
зоръ мотора; внеся зат'Ьмъ найденное значен1е Н въ ур. (80) 
найдемъ и углы 9^,9^^'д^. Ниже мы подробно остановимся 
на р^п1ен1и этой задачи. Зд'Ьсь зам']&тимъ только, что всё 
р'Ьшенхя ур. (80) и (81) относительно Лидр^^^^^з относят- 
ся къ одному и тому же мотору. Въ самомъ д'Ьл'Ь, означивъ 
черезъ Н^ одинъ изъ корней ур. (81), черезъ ^1,^2,^3 ком- 
плексные углы, удовлетворяющ1Я ур. (80), когда вм-Ьсто Н 
мы подставимъ Д, легко вид*Ьть, что ур. (80) и (81) им-Ьготъ 
сл']Ьдующ1я 4 системы р%шен1й: 

Д ^1 ^2 ^8 

— Д д, -ЬЯ- ^з+Я- д^-^Я- 



(О 

X 
€0 



Если г есть ось, образующая съ осями координатъ комплек- 
сные углы ^Эп^з,^^,? '^^ первое р-Ьшеше опред'Ьлитъ моторъ 
^ съ осью г и тензоромъ Л^, второе — моторъ съ осью отли- 
чающейся отъ г только направленхемъ и съ тензоромъ — Л^, 
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третье — моторъ съ осью е', полярной съ г и имеющей со- 
ответствующее г направлеп1е и съ тензоромъ о^ЕГ^/x, и, на- 
конецъ, четвертое — моторъ съ осью различающейся отъ г' 
только направлен1емъ и съ тензоромъ — Есо/у., Но мы знаемъ 
(§ 52 ), что всЬ эти четыре мотора тожественны; ур. (80) и 
(81) опред'&ляютъ такимъ образомъ тензоры и оси одного и 
того же мотора. 

65. Геометрическое произведен1е двухъ моторовъ. — 

Геометрическимъ произведенхемъ двухъ моторовъ называется 
произведен1е тензоровъ ихъ на косинусъ комплекснаго угла 
между направлен1ями осей соответствующими этимъ тензо- 
ромъ. Такимъ образомъ, означая черезъ Д и ^?' тензоры мо- 
торовъ ^ и о', черезъ ^ комплексный уголъ между направ- 
лешями осей, соответствующими этимъ тензорамъ, и черезъ 

р^' геометрическое произведенхе моторовъ о и р', мы имеемъ 

^'=НН'соБд. (86) 

Изъ теоремы I § 62 видно, что геометрическое произведен1е двухъ 
моторовъ равняется произведен1Ю тензора одного на алгебраи- 
ческую проэкдхю другого на ось перваго. 

Теорема. — Геометрическое произведете двухъ моторовъ 
равняется суммгь произведены составляюгцихь одного мотора 
и соот^гьтствующихь проэкцгй другого: 

оо'=ха^ ч- уЪ^ + гс\ (87) 

гдгь х^у^г суть проэкцгй ^^ а а\Ъ\с^ — составляющгя о' по 
осямъ х^у^2. 

Въ самомъ д^ле, такъ какъ моторъ о' равняется сумм* 
своихъ геометрическихъ составляющихъ по осямъ, то проэкти- 
руя о' на ось мотора р по теоремамъ § 62, находимъ 

Л'со85=а'со8^г -^Усо^д^ + с^со^д^ 

где ^1,^2>'^8 комплексные углы, которые ось мотора о обра- 
зуетъ съ осями координатъ. Умноживъ это ур. на Л и поль- 
зуясь формулами (80), получаемъ весьма важное равенство 

ИВ}со^д=ха! + уУ + ^с', 

которое и доказываетъ теорему. Очевидно, что въ томъ част- 
номъ случае, когда ()=(>' эта теорема обращается въ теорему 
предыдущаго параграфа. 
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Сл-ЬдстЕхе I. — Если во вторую часть равенства (87) 
введемъ вм^^сто х^у^г ихъ выражен1я черезъ составляющ1я 
а,Ь,с мотора о, то получимъ 



оо'=^аа! -ь ЪУ + ее' + (88) 

\фс! + Уе) + и{еа! + е'а) ■+■ у(а&' + а'Ь) — 



Ч V 



выраягеше геометрическаго провзведен1я двухъ моторовъ че- 
резъ ихъ составляющ1я. 

Сл'Ьдств1е II. — Если во вторую часть формулы (87) вве- 
демъ вм'Ьсто а',Ь',с' проэкц1и х\у\г' мотора с)\ то получимъ 
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:А (89) 



(ю'=[1^,^хх' 4- Л„1/1/' -ь Лзз^^' + А,з(!/^' ■+■ у' г) + Аз1 {г(х^ -+- г'х) -н 

+ Лз(я^у'н-л^'2/]:А. (90) 

выражен1е геометрическаго произведен1я моторовъ черезъ ихъ 
проэкцш. 

Сл4дств1е III. — Формулы для геометрическаго произве- 
дешя даютъ возможность вычислить комплексный уголъ 
между двумя прямыми — осями двухъ моторовъ, заданныхъ 
ихъ проэкщями или составляющими по осямъ х^у^г. Ибо, 
вычисливъ по одной изъ формулъ (87), (88) или (89) 
геометрическое произведете моторовъ р и о', и загЬмъ 
по одной изъ формулъ (81), (82) или (84) тензоры И п Шу 
мы находимъ сов^ и уголъ ё. Такъ, наприм']&ръ, если восполь- 
зуемся (81) и (87), то получимъ 



,,,,о_ ха'^уУ+,с^ 



Уха+уЪ+гс Уха'-^у'Ь'-^-^'с 



(91.) 



Если съ тою же ц-Ьлью употребимъ формулу (89), внеся въ 
нее вм']&сто х^у^е ихъ выражен1я (80) и вм'1сто ^',!/',^' ихъ 
выражен1я: 

Ж'=Л^С08«/, у'=ЛС08в,', ^'=Л'С08д,', 

гд* ^1^&2^^9 комплексные углы, которые ось ^' образуетъ 
съ осями координатъ, то получсмъ 

15 
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С08д= — 



1 

V 






1 Л С08<>, 

>^ 1 совд, 

сов^з' С08в,' о 



:Д 



(92) 



— выражеше косинуса комплевснаго угла между двумя луча- 
ми черезъ вомолевсные угды, которые эти лучи образуютъ 
съ осями координатъ. 

Сл'Ьдствхе 1У. — Когда оси координатъ взаимно-перпенди- 
кулярны и проходятъ черезъ одну и ту же точку или вс^ 
лежатъ въ одной плоскости, то л=//=V=0, Л=1 и фор- 
мулы (87), (91) и (92) принимаютъ видъ 



С08д=! 






С08д=С08д1С08д^' + СОЗ^з^О^^а' "^ СОЗ^з^^^^В' 



(93) 
(94) 

(95) 



66. Преобра80ван1е иоординать. — Возьмемъ какую ни- 
будь новую систему трехъ осей х\у^^г\ отличную отъ систе- 
мы осей х^у^г и, полагая для краткости 

>^'=С08(уУ), /г'=С08(-8г'д?'), V'=С08(жУ), 

гд4 (у''2г'),(;гг'гг'),(а;'у') суть комплексные углы между выбран- 
ными направлен1ями осей у^ и г\ г л (х^^ х^ "л у\ предполо- 
жимъ, что опред']^литель 



Д'= 



1 V' я' 

V' 1 V 
x^' л' 1 



подобно тому какъ и определитель Д не равенъ числу изо- 
бражаемому точкой, лежащей на какой либо изъ инвархант- 
ныхъ прямыхъ. Всл']&дств1е этого предположен1я моторъ о мы 
также хорошо можемъ задать его проэкц1ями х\у\^' на оси 
х\у\г^ или составляющими а^]Ь\(^ по осямъ о(^^у\^^, какъ и 
проэкщями х^у^г или составляющими а^Ь^с относительно ста- 
рыхъ осей. Поэтому ясно, что должны существовать соотно- 
шешя между новыми и старыми проэкц1ями и составляющими 
мотора. Найдемъ эти соотношешя. 

Пусть положен1е новыхъ осей относительно старыхъ 
определяется комплексными углами между новыми и старыми 
осями, косинусы которыхъ даются въ следующей таблице: 
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X У г 

ж' ?^=\+б}^1 т^=^1т^+(от.у^ л^=у^+б>?1 
у' 1^=\-{'Щ^ т2=а2Н-б?)7, л,=У2Ч-б>?, (96) 

^' 1ь=\'^С05г ^з=^э+СЭГз П,=Уз+«Гз. 

Разсматривая моторъ о вакъ сумму его составляющихъ по 
юсямъ х^у^е и проектируя его на ось а^^ помощыЬ теоремъ 
§ в2 получаемъ первое изъ равенствъ 

у^=1^а-{'Ш^Ь-^п^с^ (97) 

;?'= 1^а -4- ШзЬ + л, с. 

Друпя два равенства получаемъ, проэктируя моторъ на оси 
у^ и г\ Подобнымъ же образомъ, разсматривая ^ какъ сумму 
его составляющихъ по осямъ х\у\г^ и проэктируя его на оси 
х^у^г^ находимъ 

х= ^^а'^- г,Ь'+ 1^с\ 

у=т^а! -{-т^Ь^ '^т^с!^ (98) 

Припоминая теперь, что проэкц1и мотора выражаются линей- 
ными и однородными фунЕц1ями черезъ его составляющ1я по 
Боординатнымъ осямъ, мы легко докажемъ, что проэкщи 
гг' ,'{/',;?' могутъ быть выражбны линейными и однородными 
ч{)ункц1ями отъ х,у,:г^ а а\Ъ\с* — линейными и однородными 
4ункц1ями отъ а,&,с. 

Комплексныя числа, 

1,уШ,,п^\ 1^уШ,,п,\ 1^,ш,,п^; )(,а,у; ^,У,у', (99) 

(которыми опред'Ьляется относительно расположен1е двухъ 
системъ координатныхъ осей, не могутъ быть ъс^ выбраны 
совершенно произвольно, но связаны между собой шестью 
независимыми уравнешями. Д']&йствительно, по отношен1Ю къ 
осямъ а:,у,^г, которыя мы можемъ вообще говоря выбрать со- 
вершенно произвольно, положен1е каждой прямой опред'^^ляется 
четырьмя, а положен1е осей х\у\0* можно задать дв'Ьнад- 
датью независимыми параметрами, функц1ями которыхъ и 
должны быть 24 коэффищента комплексныхъ чиселъ 

15* 
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^1лл; ^2?^2»^ь; ^3)^37^8; ^'^^^^' 

характеризующихъ положен1е осей х\у\г^ по отношен1Ю другь 
къ другу и къ осямъ х^у^г. Между этими коэффиц1ентами 
должны существовать поэтому двенадцать независимыхъ со- 
отношен1й, разыскан1емъ которыхъ мы теперь и займемся. 

Такъ какъ 1^чШ^^п^ суть косинусы трехъ комплексныхъ 
угловъ, образуемыхъ осью х^ съ осями х^у^г^ то по формул-Ь 
(85) мы им-Ьемх 

\ "Я и I, 
VI к т. 



А= — 



и А 1 п, 
?1 ш^ п^ о 



[3](123) (100) 



Подобнымъ же уравненхямъ будутъ удовлетворять и числа 
1^^т^,п^\ ^з>^я?^з- ■'^^'^ им^емъ такимъ образомъ три уравнешя: 
уравнен1е (100) и еще два, получающ]яся изъ него круговой 
перестановкой значковъ 1,2,3, что и указано нами цифрой 6 
поставленной въ квадратныхъ скобкахъ и символомъ круговой 
подстановки (123). Дал4е формула (92) даетъ намъ 



ДА'=- 
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V 


и 1^ 
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и 
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1 п^ 


1г 


Шд 


п, 



[3](123)(Л>У) (101) 



и, еще два подобныхъ же уравненхя, получающихся изъ этого 
круговой подстановкой буквъ А\и'у и знаковъ 1,2,3*у /,?п,л. 

Изъ геометрическаго смысла соотношешй (100) и (101) 
видно, что они между собой независимы, а такъ какъ, съ 
другой стороны, каждое изъ уравнешй (100) и (101) между 
комплекными числами распадается на два ур. между числами 
вещественными, то очевидно, что 6 ур. (100) и (101) исчер- 
пцваютъ вс]^ дв'^&надцать независимыхъ соотношен1й между 
коэффищентами чиселъ (99). Итакъ искомыя нами соотноше- 
Н1Я между величинами, характеризующими относительное по- 
ложен1е осей х^у^^ и х\у\г\ могутъ быть соединены въ шесть 
уравнен1й между комплексными числами (99). 

Выведемъ еще несколько уравнен1й между т*ми же 
числами, уравнешй, которыя, какъ мы знаемъ, уже не будутъ 
независимы отъ предыдущихъ, но должны представлять ихъ 
сл'Ьдств1е. Замечая, что /х,?,,?,; т^^т^^т^^ ^п^г^^^з ^У^^ коси- 
нусы комплексныхъ угловъ, которые соотв']&тственно оси х^у^г 
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юбразуютъ съ осями 
чаеиъ 

Д'=- 



х',у\^ по формуламъ (85) и (92) оплу- 



Д'>=- 



1 V' и< /, 

V' 1 )к' г, 

я' А' 1 ;, 

\ I, К О 



1 V' //' «I, 



[3] {1тп) (102) 



V' 1 А' ш, 
я' А' 1 ш, 
я, л, », О 



[3] (1тп)(А,и,ч) (108) 



Умноживъ опред'ккятель 



Д''= 



Ди Л» Л. 

^21 ^2» Д« 
Д»1 Д» Д» 



последовательно два раза на опред'Ьлитель 

^(±/,т,«,), 
н пользуясь равенствами (100) и (101), получаемъ 



3 



•откуда 



^(±г,т,п,) 



1^ т, щ 

^2 ***! **> 

I. ш. п. 



=А'А\ 



=ДД', 



(104) 



Изъ этого равенства видно, что определитель уравнен1й (97) 
и (98) въ силу яашихъ предположеи1й относительно А и Л' 
ве равенъ числу, изображаемому точкой, лежащей на инва- 
р1антныхъ прямыхъ. 

Обратимъ вниман1е на н'Ьвоторые частные случаи пре- 
обра80ван1я коордннатъ. 

1. Если относительное расположеше осей х^у^г таково 
же какъ и осей х\у\г^ и оЬ^ системы конгруэнтны, то 
/=);', 1И=^]и!, у=у', Д=Д' и равенство (104) принимаетъ 
видъ 

^3 ^8 ^3 



= Ау'1. 



Чтобы опред']^лить какое значенхе корня квадратнаго должно 



230 



быть взято въ этомъ равенстве, мы гв,ъ^^тЕжь^ что при не- 
прерывномъ взм'Ънеши положен1я осей х\у\г^ относительно- 
х^у^г числа Х^ш^п а следовательно и определитель, стоящШ 
въ первой части равенства, должны изменяться непрерывно. 
Такъ иакъ съ другой стороны изъ равенства видно, что опре- 
делитель, о воторомъ идетъ речь, можетъ иметь только че- 
тыре значен1я, то онъ, изменяясь непрерывно, будетъ иметь 
только одно определенное значен1е, каково бы ни было поло- 
жен1е системы с^^у\г* относительно системы а:,2/,л. Но мы 
имеемъ тожественно 



=Д, (105) 



^1 "^1 ^1 
^3 ^3 ^3 

когда система ж',7/',^' совпадаетъ съ системой а?,у,^, ибо тогда 
^1=^8=^8=11 Шз=П2=>, п^=1^=ц, г,=т^=V; 

следовательно соотношен1е (105) должно иметь место всегда^ 
каково бы ни было положен1е системы (х1^у\г^ относительно 
системы х^у^г, 

2. Предположимъ, что оси гс',2/',^' служатъ общими пер- 
пендикулярами къ х^у^г\ ось х^ — между у и ;8г, ось у' — между 
^ и гг, ось г' — ^между х ъ. у. Систему осей х\у\^ мыбудемъ 
называть дополнительной къ системе х^у^г. Такъ какъ оси 
х^у^г служатъ общими перпендикулярами къ о^^у\г^\ ось х — 
между у' и л\ ось у — между г^ и х\ ось я — ^между х^ и ^^ 
то они свою очередь образу ютъ систему дополнительную къ 
системе (х^,у\^\ Въ разсматриваемомъ случае 



^,==^3=^3=^1=^1=^2=0 

и уравнешя (97), (98), (100), (101) и (104) принимаютъ вид.ъ 

ж'= ?^а, а:= 1^а1, 

^'= МзС, ^= ЛзС', 

^1^ Л11=со8*(а;^')Д^^=д, Д^=Д2зт2П„ 
ш/Д„=со8%У)Д„=Д, Аи^=А,, л, I,, 
>г,^Д,з=со8^(2гл') Дз,= Д, Д ^=Д,, г,т„ 

г^*^,»Пз^=дд'. 
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Изъ этихъ 7Р&внен1й опред'^^ляются С08(2^), со8(^У), С08(^ег^')9 
Л',/г'У и Д'. 

3. Предположимъ, что системы осей х^у^а и о/, У ^' обра- 
зуютъ дв'Ь ортогональныя системы, причемъ оси одной и той 
же системы или проходятъ вс% черезъ одну и ту же точку, 
или ВСЁ лежать въ одной плоскости. Такъ какъ проэкщи мотора 
на оси прямоугольной системы равняются его составляющимъ 
по т^мъ же осямъ 

а;=а, у=й, ^=с; х'=а\ у'=^\ 2г'=с', 

то формулы преобра8ован1я координатъ теперь принимаютъ 
видъ 

у'=1^х-\'Ш^у-^п^^^ у=ш^х^'^ т^у' л-ш^я\ (106) 
г^=1^х^-т^у-^п^г^ г^=п^ о/ 4- п^]/ л- п^г\ 

Въ равсматриваемомъ случа']^ 

и сортношен1я между числами 2,ш,п упрощаются и перехо- 
дятъ въ сл'Ёдующхя 

г^* + т,^+п,^=1 [3](123) (107) 

\\^т^т^Л'П^п^=^ [3](123) (108) 
г1*-ьг/+гз'=1 [3](Ьп) (109) 

^1^1 +^2^2 + ^3^8 = О [3](гШП) (ПО) 






=1. (111) 



Изъ (107), (108) и (111), кавъ изв'Ьстно выводятся еще 
девять: 

\=ш^п^—т^п^ [3](123) (112) 

/^=^,^3 — ^8^2- [3](Ы») (113) 

67. Инвар|анты. — Познакомившись съ формулами пре- 
образоЕан1я координатъ, мы перейдемъ теперъ къ разсмотр-б- 
Н1Ю инвар1антовъ этого преобразован1я. Инвар1анты могутъ 
быть двухъ типовъ: аналитическ1е и геометричесше. Подъ 
авалитичесвимъ инвар1антомъ мы разум'^емъ такую функщю 
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координатъ одного илш н'1скольвихъ моторовъ, которая при 
преобразован1и координатъ своего вида не Езъгкяяетъ, аподъ 
геометричесЕимъ — моторъ построенный по даннымъ мотораиъ 
и числамъ такимъ образомъ, что координаты его выражаются 
всегда одн'З^ми и т'1ии же функц1ями данныхъ чиселъ и ко- 
ординатъ моторовъ, каковы бы ни были координатныя оси, 
къ которымъ мы относимъ данные моторы и ихъ геометри- 
чески инвар1антъ. 

Обращаясь къ краткому обзору инвар]антовъ, зам']&тимъ, 
что мы уже разсматривали инвар1антъ одного мотора: тен- 
зоръ мотора. Что тензоръ мотора представляетъ собой инва- 
р]антъ, это ясно изъ самаго его опред^лен1я. Напомнимъ 
однако, что наше опред'Ьлеше тензора мотора применимо 
только къ такому мотору, который им']^етъ ось, и мы показали 
въ § 64, что тензоръ мотора, им']^ющаго ось, определяется 
формулой (81). Въ сл^дующемъ параграф*]^ мы докажемъ, 
что выражеше (81) представляетъ собой инвар1антъ незави- 
симо отъ того, им'Ёемъ ли моторъ оси или н'Ьтъ, и, пользуясь 
этимъ обстоятельствомъ, дадимъ другое опред4лен1е тензору, 
зав'Ёдомо приложимое ко всякому мотору. Изъ бол'Ёе слож- 
ныхъ инвар1антовъ мы разсмотримъ только инварханты одного 
и двухъ моторовъ. Съ однимъ весьма важнымъ геометриче- 
скимъ инвар1антомъ двухъ моторовъ мы уже знакомы: это 
сумма двухъ моторовъ. Инвар1антный характеръ суммы ясенъ 
уже самъ собой изъ ея опред'&лен1я, которое показываетъ 
намъ, что сумма двухъ моторовъ можетъ зависать только отъ 
слагаемыхъ моторовъ, но нисколько отъ той или другой си- 
стемы координатъ, къ которой мы ихъ относимъ. Въ этомъ 
можно легко уб'Ьдиться и при помощи формулъ преобразова- 
Н1я координатъ, зам']^чая, во-первыхъ, что проэкц1и и состав- 
ЛЯЮЩ1Я суммы равняются суммамъ соотв^тствующихъ проэк- 
щй и составляющихъ слагаемыхъ, а во-вторыхъ, что новыя 
проэкц1и и составляющ1я мотора выражаются черезъ старыя 
линейными и однородными функц1ями. По отношен1ю късум- 
м'6, этому основному инвар1анту, вс^ друпе инварханты, ко- 
торые мы будемъ разсматривать, находятся въ значительномъ 
отношен1и: всЬ они носятъ характеръ произведешя, такъ что 
операц1я, которая служитъ для ихъ получешя по даннымъ 
моторамъ и числамъ, обладаетъ свойствомь дистрибутивности 
относительно операц1и сложен1я. Важное значеше инварган- 
товъ, о которыхъ идетъ р'бчь, обусловливается еще и т'Ьмъ 
обстоятельствомъ, что они являются въ н^когоромъ смысле 
единственными въ своемъ род*]^, а именно относительно ихъ 
можно доказать следующую теорему: существуетъ безчислен- 
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ное множество инвартнтовъ, которые можно назвать произве- 
ден]емъ мотора на моторъ или мотора на число, но вс'}^ они 
весьма просто получаются изъ т^^хъ, которые мы будемъ раз- 
сматривать въ сл^^дующихъ параграфахъ: геомегрическаго и 
векторнаго произведенхя моторовъ и произведен1я мотора на 
число. 

68. Геометрическое произведенае. 

Теорема I. — Сумма проглзведенгй составляющихъ какого 
пибудь мотора по координатнымъ осямъ на соотвгьшствую- 
щгя провкцги на тгь же оси другого мотора не завгюитъ 
отъ выбора осей. 

Въ самомъ д^л']^, возьмсмъ как1я нибудь дв'б системы 
координатъ х,у,^ и х\у\г\ и пусть проэкщи и составляющ1я 
моторовъ р и р^ на этихъ осяхъ суть 



X 
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,у,г\ а,Ъ,с \ х,,у,,^,\ а^А^с, \ 



Между проэкщями и составляющими мотора о существуютъ со- 
отношешя (97) и (98); подобныя же соотношенхя существуютъ и 
между проэкщями и составляющими мотора р^, наприм^ръ 

У1=1^<^1-^Щ\'^п^с^, 

Если умножимъ посл^^дн1я равенства я9^а%Ь\с^ соотв'бтствённо 
и сложимъ, то, воспользовавшись (98), посл^^ простыхъ пре- 
образован! й получимъ 

^1 '^' + У\ '^' -^^ ^1 ^с':=ха^ +у\'\-щ (114) 

— равенство, которое им-Ьотъ м'Ьсто каково бы нибыло поло- 
ягеше осей х^у,:^ и о^,^у\г\ Если мы будемъ изм'Ёнять поло- 
жен1е осей х^у^г^ оси же х\у\г^ оставимъ неподвижными, то 
числаж/,2/1',^/,а',Ь',с'будутъ оставаться постоянными, числа же 
д;,у,^,а^ ,ЬрС1 будутъ изменяться, но сумма 

вакъ показываетъ последнее равенство, не будетъ завис^^ть 
отъ выбора осей х^у^г. 
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Намъ остается еще показать, что сумма произведен!^ 
проэкц1й одного изъ моторовъ р,р^ на соотв'Ьтствующ1Я со- 
ставляющ1я другого не зависитъ отъ того, возьмемъ ^га мн 
проэБцш мотора ^ и составляющ1я мотора ^^ или обратно 
проакц1и мотора р-^ и составляющ1я мотора о. Сд']&лать это 
нетрудно. Ибо предцоложивъ, что оси х\у\я^ совпадаютъ съ 
осями х^у^г^ мы им^емъ 

и равенство (114) даетъ намъ 

Итакъ теорема доказана. 

Теорема II. — Сумма произведены проэкцгй какою нибудь 
мотета на соошвгыпствующгя ею составляющгя не зависишь 
отъ выбора координатныхъ осей. 

Эта теорема представляетъ собой очевидно частный слу- 
чай предыдущей въ предположен1и, что моторъ р=01. 

Данныя нами выше опред']&лен1я тензора мотора (§ 52) 
и геометрическаго произведен1я двухъ моторовъ приложимы 
только къ такого рода моторамъ, которые им'^^ютъ оси,^ 
находящ1яся на конечномъ разстоян1и. Опираясь на дв'З^ пре- 
дыдущ1я теоремы, мы дадимъ теперь друг1я опред^лешя для 
тензора мотора и геометрическаго произведешя двухъ мото- 
ровъ, которыя представляютъ обобщен1е старыхъ опред'^^левхй 
и, ставя понят1е о тензор*]^ и геометрическомъ произведенш 
только въ зависимость отъ проэкщй и составляющихъ мото- 
ровъ, а не отъ осей моторовъ, будутъ приложимы ко всякимъ 
моторамъ независимо отъ того, вм'бютъ ли они оси или н'Ьтъ. 

Тензоромъ мотора мы будемъ называть число, квадратъ 
котораго равняется сумм'Ь произведен1й составляющихъ мо- 
тора на соотв'Ьтствующ1я его проэкщй. Такимъ образомъ 
тензоръ Н=В'^о(т мотора о, котораго проэкщй суть а:,у,лг 
и составляющ1я а,&,с опред']Ьляется уравнешемъ: 

В?=^х + Ъу + сг. (81) 

Изъ теоремы II видно, что тензоръ мотора характеризуется 
самимъ моторомъ, но не зависитъ отъ осей Хуу^г^ къ кото- 
рымъ мы его относимъ. Это новое опред^леше тензора 
прилохимо ко всякому мотору, такъ какъ для всякаго мото- 
ра мы можемъ найти проэкщй и составляющ1я; оно не про- 
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тивор^читх ран'1е данному, какъ видно изъ теоремы § 64, и 
было бы съ этимъ посл'Ьднимъ совершенно тожественно, если 
бы мы доказали, что всяк1й моторъ иж^етъ ось. ВсЬ выше 
данныя выражен1я для тензора мотора черезъ проэкцш мото- 
ра или его составляющ1я и выведенныя нами въ предноложе- 
Н1И, что моторъ им-Ьеть ось будутъ очевидно представлять 
выражеше тензора и при новомъ опред']&лен1и, ибо они вы- 
водятся вс! изъ формулы (81), которая согласно нашему 
новому опред'Ьлен1Ю даетъ тензоръ какого угодно мотора не- 
зависимо отъ того, им'Ьетъ ли онъ ось или н'Ьтъ. 

Геометрическимъ произведен1емъ двухъ моторовъ мы бу- 
демъ называть сумму произведен1й составляющихъ одного изъ 
нихъ на соотв^тствуюш;1я проэкщи другого. Такимъ образомъ 

означая черезъ рр^ геометрическое произведенхе моторовъ р 
и о. мы им'^&емъ ' 

V 1 



Изъ теоремы первой видно, что геометрическое произведенье 
двухъ моторовъ зависитъ только отъ самихъ моторовъ, а не 
отъ осей, къ которымъ мы ихъ отнесемъ. Новое опред'6лен1е 
геометрическаго произведен1я представляетъ обобш;еше стара- 
го, ибо въ частномъ случа']^, когда моторы р и р^ им'Ёютъ 
оси по теорем']^ § 66 

гд-Ь Л я Л^ суть тензоры моторовъ рир5, а^Э комплексный 
уголъ между направленхями осей, соотв'Ётствующими этимъ 
тензорамъ. Формулы (88), (89) и (90) даютъ геометрическое 
произведенье какихъ угодно моторовъ, ибо он']^ выведены изъ 
(87) тожественной съ (116), которая служитъ теперь новымъ 
опред'^^лешемъ геометрическаго произведенья. |й |^ 

Если моторъ р эквивалентенъ ротору, который им'бетъ 
ЛИН1Ю г своею осью и единицу своимъ тензоромъ, то форму- 
лы (80) даютъ намъ 

а;=С08д1, 2/=С089з, ^=С08^з, 

гд-Ь ^1,^2, &з суть комплексные углы, образуемые осью г съ 
осями гг,у,г, и геометрическое произведете моторовъ о и о^ 
принимаетъ видъ 



рр^=а1С08д^ Н-Ь^С08д, + С1С08^з- 
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Числа «1,6^,6^ суть алгебраическ1я составляюпця мотора о^ 
по осямъ; поэтому вторая часть посл'Ьдняго ровенства пред- 
ставдяетъ собой сумму 11роэкц1й составляющихъ мотора р^ 
на ЛИН1Ю Ву т. е. проэкщю мотора р^ на дин1Ю г. Такимъ 
образомъ когда одинъ изъ двухъ моторовъ эквивадентенъ ро- 
тору съ тензоромъ равнымъ единиц'Ь, то геометрическое про- 
изведен1е моторовъ равняется проэкц1и второго мотора на ось 
ротора. 

Теорема III. — Операцгя геометрическаго умноженгя ком- 
мутативна и дистрибутивна по отношенгю къ опера- 
цги слооюенгя. 

Свойства коммутативности выражаются равенствомъ (115), 
справедливость котораго была уже нами выше доказана. 

Чтобы доказать дистрибутивность умножен1я предполо* 
жимъ, что р представляетъ сумму моторовъ р^*\р^^^... а мо- 
торъ р^— сумму моторовъ р/'>,р/*\.,. Обозначая черезъ Хуу.2\ 
а;^^\|/*^,-г^^>;... проэкщи моторовъ р,р^'\.., черезъ а^р^^с^. 
а/^\Ь/^^,с/*^;... составляющ1я моторовъ р1,о/^\..., мы им^емъ 
(ел. III теор. II и III § 63): 

Отсюда 

ха, +уЪ, +-?^=^(гг<'\(^)-4-Л^^^+^^Ч^^0 

1к 



или оо,= >?о^'^о/^^ 

1к 

Это последнее равенство и выражаетъ собой законъ дистри- 
бутивности геометрическаго умножен1я. 

Сл'Ьдств1е. — Квадратъ тензора суммы н-Ьсколькихъ мото- 
ровъ равняется сумм*! квадратовъ тензоровъ составляющихъ 
моторовъ сложенной съ суммой ихъ всЬхъ возможныхъ удвоен- 
ныхъ геометрическихъ произведенхй. 

Это сл'Ьдств1е представляетъ частный случай теоремы, 
если предположимъ, что моторъ о тожественъ съ моторомъ 
р,, а моторы р^^^- тожественны соответственно съ о/'^.., 
ибо легко видеть, что геометрическое произведете двухъ мо- 
торовъ обращается въ квадратъ тензора мотора, когда оба мо- 
тора становятся тожественными. 
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69. Уиноженее мотора на число. 

Теорема I. — Если х,у^Ъ\а,Ъ,с суть прожцги и составляю- 
щгя мотора о по осямъ х^у.з^ то мошоръ^ проэкцги котораю 
на тгь же оси суть 8а;,5;/,8.г, гдгь 8 какое нибудь комплекное 
число, имгьетъ своими составляющими по тгьмъ же осямъ 
числа 8а,8Ъ^8с и зависитъ только отъ числа 8 и мотора о, 
но не зависитъ отъ положенгя осей. 

Иначе говоря, если черезъ х\у' ,;г'\а\Ъ\с' мы означимъ 
проэкц1и и составляюиия мотора о по новымъ осямъ х\у\^\ 
то два мотора, у которыхъ проэкщи на новыя и старыя оси 
суть 

8Х,8Уу82\ 87^,8у\82' (117) 

тожественны между собой и тожественны съ двумя другими 
моторами, у которыхъ составляюпця по старымъ и новымъ 
осямъ суть 

8а,8Ь,5с; 8а\8Ъ\8с'. (118) 

Въ таков форм^^ теорема очевидна, ибо каждая изъ трехъ 
системъ комплексныхъ чиселъ 

я?',1/У; а,Ь,с; а',Ь',с' (119) 

можетъ быть выражена по формуламъ преобразован1я коорди- 
натъ (97, 98) линейными и однородными фувкщязш черезъ 
а:,^/,^, и когда мы умножимъ посл'Ьдн1я на одно и то же число 
число 5, то и числа (119) всЬ умножатся на 5. Следова- 
тельно (117) и (118) суть проэкщи и составляющ1я одного и 
того же мотора. Эта теорема приводитъ насъ къ следующе- 
му опред'Ьлен1ю. 

Произведен1емъ мотора р, проэкщи котораго сутъ х.у,^ 
и составляющ1я а,^,^, на комплексное число 8=8, +52« будемъ 
называть моторъ съ проэкцхями 8х,8у,8л и составляющими 
8а,8Ъ,8С, Этотъ моторъ мы будемъ означать черезъ 80 или р8. 

Теорема II. — Тензоры мотора 80 равняются произведе- 
нгямъ 8 на тензоры о; моторы о и 80 имгьютъ общгя оси. 

Первая часть теоремы сл-Ьдуетъ взъ того, что квадратъ 
тензора выражается квадратичной однородной функц1ей черезъ 
составляющ1я и проэкц1и мотора. 

Чтобы доказать вторую половину теоремы, предполо- 
жимъ, что ось ^ совпадаетъ съ осью мотора о, а оси хну 
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^пересекаются съ г. Очевидно, что при такомъ выборе коор- 
динатныхъ осей составляющ1я мотора ^ будутъ 

а=0, Ь=0, с— Я, 

гд^ В. его тензоръ соотв'Ьтстввющхй оси г^ а составхяюпця 
нотора $р будутъ равняться 

8а=0, 8Ь=0, 8С=8Н. 

Поэтому моторъ 80 им^етъ тензоромъ число зЛ, а осью, со- 
ответствующею этому тензору, служитъ ось ^ег, т. е. ось мо- 
тора ^. Итакъ теорема доказана. 

Посмотримъ, къ какимъ резудьтатамъ приводить насъ эта 
теорема въ т^хъ случаяхъ, когда моторъ р состоитъ язъ 
одного вектора или одного ротора. 

1. Предположим! сначала, что §2=0 и 8=5^ число ве- 
щественное Если моторъ о состоитъ изъ одного вектора (Г, 
то Н=^сэО^ гд-Ь О есть тензоръ (Т, -и моторъ зр им^еть 
своимъ тензоромъ число 8Н=6Э8^(?, а осью лучъ вектора б. 
Но такой моторъ представляетъ собой векторъ, который ле- 
житъ на лучф б и им^Ьотъ тензоромъ число 8^0. Предпола- 
гая же, что моторъ р состоитъ изъ одного только ротора С 
съ тензоромъ Д мы увидимъ, что произведете ротора С на 
число 8, есть роторъ, который им-Ьеть общую ось съС и тен- 
зоръ равный произведешю тензора С на число 8^ Итакъ 
произведен1е вектора на обыкновенное число есть векторъ, а 
произведен1е ротора — роторъ. 

Мы предоставляемъ читателю самому убедиться при по- 
мощи формулъ (9) и (19) въ справедливости следующей 
теоремы. 

Координаты точки у' конца Координаты плоскости У ро- 

вектора ху' равнаго произведс- тора ХУ равнаго произведешю 

н1ю векторю:^ на число ^1 опре- ротора ХУ на число 81 опред-Ь- 

д'Ьляются формулами: ляются формулами: 

у/=«Яд:1Н-/«у^ (1234) У^'-^-ХХ^+цТ (1254) 

2. ПреДПОЛОЖИМЪ, ВОВТОрЫХЪ, что 51=0, 8,= 1 и 8=0}. 

Если моторъ <з состоитъ изъ одного ротора С съ тензоромъ Д 
то Л=В и моторъ о}о=соС им-Ьетъ тензоромъ число сэВ и 
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юсью ось с. Такой ноторъ представляетъ собой вевторъ, бото- 
рцй им^етъ ось с своимъ лучоиъ и тензоръ С своимъ тен- 
зоромъ для нааравлен1я луча сзС соотв-Ьтствующаго положи- 
тельному направлен1Ю оси С. Если моторъ о состоитъ изъ 
одного вектора б съ тензоромъ (?, то Н=^сэО и моторъ 
сор=(об им4етъ своимъ тензоромъ число сэН=у.^О и осью — 
лучъ б. Моторъ об представляетъ собой сл^Бдовательно ро- 
торъ, который им'Ьетъ лучъ б своею осью и прои8веден1е 
тензора б* на х' своимъ тензоромъ для ваправлен1Я вращешя 
вокругъ луча (Т, соотв'бтствующаго положительному направле- 
Н1Ю вектора б. Условившись векторъ и роторъ , которые 
"им^ютъ одну и ту же прямую своимъ лучомъ и осью назы- 
вать эквиполентными, если при соотв'1тств1и ихъ положитель- 
ныхъ направлешй тензоры ихъ равны, мы видимъ такимъ 
образомъ, что произведен1е ротора на число со равняется век- 
тору эквиполентыому съ роторомъ, а произведен1е вектора на 
число со — произведешю ротора аквиполентнаго съ векторомъ 
на кривизну пространства. 

Такъ какъ число к им-Ьетъ изм-бренхе [Лг^]^ то всегда 
шожемъ надлежащимъ выборомъ единицы длины сд']^лать такъ, 
что к' будетъ равняться -н 1 для эллиптическаго пространства 
и — 1 — для гиперболическаго. Зам'Ьчая, что въ параболическомъ 
пространств*]^ к'=0, мы видимъ, что раскрытое нами свой- 
ство числа со въ зависимости отъ кривизны пространства бу- 
детъ видоизм'Ьняться сл'Ьдующимъ образомъ. 

Въ эллиптическомъ пространстве при надлежащемъ вы- 
бор']^ единицы длины произведен1е ротора на сэ получается 
зам'Ьной ротора эквиполентнымъ съ нимъ векторомъ, а про- 
изведен1е вектора на со — заменой вектора эквиполентнымъ 
съ нимъ роторомъ. 

Въ гиперболическомъ пространств'^ при надлежащемъ 
выбор* единицы длины умножен1е ротора на со соотв'Ьтствуетъ 
преобразован1ю ротора въ эквиполентный съ нимъ векторъ, а 
умножен]е вектора на со — преобразован! ю вектора въ экви- 
полентный съ нимъ .роторъ и перем'Ьн']^ направлен1я этого 
лосл^дняго на противоположное (т. е. зам'Ьн* начальной пло- 
скости конечной и обратно). 

Наконецъ въ параболическомъ пространств'^ произведе- 
Н1е ротора на со равняется эквиполентному съ роторомъ век- 
тору, а произведен1е вектора на со всегда равняется нулю. 

Свойство числа со обращать роторъ въ векторъ и век- 
торъ въ роторъ, представляющее собой сл'Ьдствхе опред^лешй 
тензора мотора, операц1и умножен1я мотора на комплексное 
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число и свойства числа со^ выражающагося равенствомъ б>*=у.*, 
настолько характерно для числа со, что оно въ свою очередь, 
какъ въ этомъ мы сейчасъ убедимся, можетъ служить опре- 
д^лен1емъ числа со, изъ Еотораго прямымъ сл'Ёдств1емъ 
является равенство бз^=х^ 

Действительно, условимся характеризовать операщю за- 
м']&ны ротора ЭБвинолентнымъ съ нимъ векторомъ символомъ со: 
мы назовемъ эту операц1ю умножен1емъ ротора на символъ со. 
Тавимъ образомъ произведен1е ротора й на символъ со, сой, 
есть векторъ, который ось и тензоръ й имФетъ своимъ лучомъ 
и тензоромъ. Такъ какъ векторъ сой эквивалентенъ поляр- 
ному съ нимъ ротору В, то мы можемъ также сказать, что 
умножить роторъ И на оэ это значитъ роторъ 11 заменить 
роторомъ 6, который поляру оси й им^етъ своею осью и 
число хТ(й) своимъ тензоромъ. Умножая равенство: 

сой=Б. 
на со, мы получаемъ: 

сэ{сой)=сэЕ. 

Но векторъ сэБ, мы знаемъ, эквивалентенъ ротору, для кото- 
раго осью служитъ поляра оси К, т. е. ось й, и тензоромъ 
число хТ(В)=х^Т(Д); следовательно 

со{сой)=у,Ч. 

Такимъ образомъ умноженхе вектора соИ на символъ со рав- 
носильно замене вектора эквиполентнымъ съ нимъ роторомъ й 
и умножешю этого посл^дняго на кривизну пространства. 
Если мы условимся вм-Ьсто со(сой) писать сэ\й), то послед- 
нее равенство мы можемъ представить въ такомъ виде 



«*Л=х'Л, 



откуда заключаемъ, что 



б?-=х^ 



Итакъ символъ со, который мы определили какъ операторъ, 
преобразующ1й роторъ въ эквиполентный съ нимъ векторъ 
обладаетъ темъ свойствомъ, что квадратъ его равняется кри- 
визне пространства, и потому ничто не мешаетъ намъ отож- 
дествить его съ числомъ со, квадратъ котораго также рав- 
няется кривизне пространства. 
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Относительно символа со сд']^лаемъ еще одно 8ам'Ёчан1е. 
Такъ какъ этотъ символъ преобразуетъ роторъ въ векторъ и 
векторъ въ роторъ и сл']&довательно, являясь множителемъ, 
м']^няетъ наименован1е множинаго, то его мы должны считать, 
если можно такъ выразиться, именованнымъ символомъ. При- 
нимая во вниман]е, что бэ^=х^, мы должнтл изм^рен1с его 
считать одинаковымъ съ изм'Ьрен1емъ х, т. е. [-4Х"']. При 
такомъ услов1и тензоръ мотора и комплексный уголъ между 
двумя прямыми будутъ им^ть разм'Ьры угла и вс']^ ураввен1я, 
съ которыми мы ии^еиъ д'Ьло становятся однородными и 
удовлетворяютъ основному требован1Ю, которое можно предъ- 
явить ко всякому уравнен1ю геометр1и, механики и физики. 

3. Пусть а и Ь точки 11ерес'Ьчен1я луча вектора ху съ 
абсолютомъ, 91 и 33— плоскости проведенныя черезъ ось ро- 
тора ХТ и касательныя къ абсолюту. Если лучъ ху совпа- 
даетъ съ осью ХУ ж если при соотв'Ьтств1и между направле- 
Н1ЯМИ аЬ и 91ЯЗ (§ 51) рядъ аЬху проэктивенъ съ пуч- 
комъ 3133X7: 

аЬху)7^{^^ХГ), 

или, что все равно , ангармоничесшя отноше1Пя (аЬху) и 
(ЩЗЗХГ) равны: 

(аЬж1/)=(91аЭХГ), 

то векторъ ху и роторъ ХТ будемъ называть дкв1ангармони- 
ческими. Помощью формулъ (9) и (19) легко убедиться, что 
векторъ ху и роторъ ХУ, связанные соотношен1емъ 

^^xу)=XУ, или ^^{ХТ}=ху, 

экв1ангармоничны. Такимъ образомъ операц1Я умп( г .!'' 1 на 
о/у. разнозначна съ прсобразован1емъ вектора въ экв1ангар- 
моничный съ нимъ роторъ и обратно. 

Теорема III. — Умпожепге мотора но комплексное число 
дистрибутивно по отношенгю къ операцги сложенгя. 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, предполагая, что моторъ о есть сумма 
моторовъ (^^^\о^^\ . . . им'Ьемъ 

х=а<'^^х^'^-ь ..., у=у^'^-^у^'^+ ..., ^ = ^(^>-|-^<^^+ ../ 

гд* а?,з/,г, х^^\у^^\2^^^\ а^^\^^\г^^\ . . . суть проэкщи моторовъ 
р,о^^^о^% ... на координатныя оси. Умноживъ эти равенства 

16 
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ва 8, получимъ 

8д?=5а;^*> + 8д:<*^-ь..., 8у—8у^^^-\-8у^^^+ ...у 8^5==8^г^^^ -^ 8г^^^ -^ ...; 

отсюда заключаемъ, что 

Ч ч Ч 

Съ другой стороны изъ равенствъ 

(81+82+ ...)Х=^8^Х+8^Х-+' •.., 
(8^ +8, -Ь . . . ) У=8^У -Ь8,у + . . . , 
(81+8,-Ь ...) ^=8,;3? + 8,;8ГЧ- .. . 

сл4дуетъ (81+83-1-... )р=81^ + ^аб + • • • 

Итакъ теорема доБазана. 

Сл4дств1е. — Если системы моторовъ Щр^у^^ з • • • ) и 
^(^1)^2) ' - * ) эквивалентны, то эквивалентны и системы мото- 
ровъ (8р,,8^а, . . . ) и (8(^1,8(7,,...). Ибо умножая равенство 

^1 +0,+ • . . =б^-^б^-Ь . . . 

выражающее эквивалентность системъ II ж 7^ на 8, мы нолу- 
чаемъ, пользуясь свойствомъ дистрибутивности, равенство 

^^1 +^Р2+ • • • =5(^1 +8Рз+ . . . , 

изъ котораго сл'Ьдуетъ, что системы (8^1,80,,...) и (8(^1 ,86',,..) 
эквивалентны. 

Обратимъ внимаше на частные случаи этого сл'Ьдств1Я. 

1. Предположимъ, что система 27, состоящая изъ векто- 
ровъ «!,«„... и роторовъ Й!,!!^,.., эквива.1ентна систем* Т^, 
состоящей изъ векторовъ /З^^^у.. и роторовъ Б^уб,,... Если 
мы умножимъ ВСЁ векторы и роторы этихъ двухъ системъ 
на число 6), то мы получимъ дв'Ь новыя системы 

соа^,с:}а^^ . . . сой^^сой^^ . . . 

« 

которыя по доказанному также будутъ эквивалентны. Припо- 
миная какой геометрическ1й смыслъ им'бетъ операц1я умно- 
жен1я вектора и ротора на число а>, мы приходимъ следова- 
тельно къ такой теорем*. 
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Если двгь системы^ котория состоять отчасти изьвек-- 
торовъ отчасти иэъ роторовъ, эквивалентны^ то, замгшивь 
роторы эквиполентными сьними векторами, а векторы акви- 
полентными съ ними роторами и умноживь послгьднге на 
кривизну пространства, мы получаемъ двгь новыя системы^ 
которыя также будутъ эквивалентны. 

Такъ какъ для пространства, кривизна котораго не рав- 
няется ни нулю ни безконечности, всегда можно надлежа- 
щимъ выборомъ единицы длины сд'блать модуль х равнымъ 
единиц'^, то доказанная нами теорема можетъ быть для каж- 
даго типа пространства формулирована сл'Ьдуюю.имъ образомъ. 

Для пространства кривизна котораго равняется нулю: 
-если дв']^ системы эквивалентны, то, зам']^нивъ роторы акви- 
полентными съ ними векторами, а векторы соъо/кжь выбро- 
сивъ изъ системы, мы получаемъ дв*]^ новыя эквивалентныя 
системы векторовъ. 

Для пространства, кривизна котораго равняется безконеч- 
ности: если дв']^ системы эквивалентны, то, зам'бнивъ векторы 
эквиполентными съ ними роторами, а роторы соъс/Ьжь выбро- 
сивъ изъ системы, мы получаемъ дв^ новыя эквивалентный 
•системы роторовъ. 

Для пространства полои^ительной кривизны: если дв'Ь 
системы эквивалентны, то, выбирая надлежащимъ образомъ 
единицу длины и зам']^няя роторы эквиполентными съ ними 
векторами, а векторы — эквиполентными съ ними роторами, 
лы получаемъ дв'Ё новыя эквивалентныя системы. 

Для пространства отрицательной кривизны: если дв^ 
<!истемы эквивалентны, то при надлежащемъ выбор*]^ едипицы 
длины, зам'Ьняя роторы эквиполентными съ ними векторами, 
а векторы эквиполентными съ ними роторами и йзм']^няя 
направденхе этихъ посл^днихъ на противоположное, мы полу- 
чимъ дв'Ь новыя системы, которыя также будутъ эквиваленты. 

Въ частныхъ случаяхъ, когда разсматриваемыя системы 
ч^остоятъ только изъ векторовъ или роторовъ, теорема обра- 
щается въ сл'Ьдующтя. 

Если дв^ системы роторовъ эквивалентны, то т'Ь дв'б 
системы векторовъ, которыя получимъ, зам'Ьнивъ роторы экви- 
полентными векторами, буду1ъ также эквивалентны, когда 
кривизна пространства конечна, и вообще говоря не будутъ 
эквивалентны въ пространств'Ь безконечно большой кривизны. 

Если дв']^ системы векторовъ эквивалентны, то дв'6 си- 
стемы роторовъ, которыя получимъ, зам'Ёнивъ векторы экви- 
полентпыми съ ними роторами, будутъ также эквивалентны^ 
Богда кривизна пространства не равняется нулю, и вообще 

16* 
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говоря не будутъ эквивалентны , въ пространств'^ нулевой^ 
кривизны. 

2. Въ томъ слуадЬ, когда 5=а)/х, только что доказанная 
теорема обращается въ следующую. 

Если дв-Ь системы, которыя состоятъ отчасти изъ векто- 
ровъ отчасти изъ роторовъ, эквивалентны, то, зам']^нивъ век- 
торовы экв1ангармоничными съ ними роторами , а роторы 
экв1ангармоничными съ ними векторами, получимъ дв*! новня 
системы, которыя также будутъ эквивалентны. 

3. Когда модуль числа 8 равенъ единиц*, такъ что 

8=со8Ьг^+ —втЪи, 

гд* и аргументъ числа $, то при умножеши мотора на число $ 
модуль его не изменяется, а аргументъ увеличивается на 
число и. Такимъ образомъ, если мы у вс^хъ моторовъ двухъ 
эквивалентныхъ системъ увеличимъ аргументы на одно и то 
же число, то системы останутся эквивалентными. Зам']^чая, 
что въ Эвклидовомъ аространств]^ аргумевтъ мотора рав- 
няется его параметру, мы видимъ, что эта теорема представ- 
ляетъ собой обоб1цен1е известной теоремы ВаИ'я. 

70. Векторное прои8веден1е двухъ иотороБЪ. 

Теорема I. — Моторъ ^з> прожцги котораю оо^^у^^г^ на 
три взаимно перпепдикулярныя оси опред/ьляются форму- 
лами 

гдть х^^у^^г^\ х%^У%у^^ суть проэкцги на тгь же оси соотв^ьт- 
ственно мотороеъ р^ и о,, представляешь собой геометриче- 
скгй инваргантъ моторовъ о^ и р^. 

Въ самомъ л'кл'Ьу означая проэкцги моторовъ ^1,02,0^ на 
три взаимно перпендикулярный оси о^^у\^^ образующихъ дру- 
гую систему, отличную отъ системы осей х^у^г^ соответ- 
ственно т-Ьми же буквами, какъ и проэкцш ихъ на оси х^у^г^ 
но со значками вверху, легко докажемъ помощью формулъ 
преобразовашя координатъ и формулъ (112) и (113), что 

^Ъ=Ух^^—УХ^ 2/8-^1 '^2—^24'» ^8 -^/У»'— ^2'У/- 



Изъ этихъ равенства мы заключаемъ, что проэкц1и мотора (), 
на три взаимно перпендикулярныя оси выражаются всегда 
одинаково черезъ проэкщи моторовъ р^ и р^ на т^ же оси. 
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^вавово бы НЕ было положенхе осей: моторъ ^з представляв гъ 
следовательно иявархантъ моторовъ ^^ и р,. Мы будемъ на- 
зывать его векторнынъ произведешемъ моторовъ р^ и о^ и 
означать черезъ Ур^р^: 

Теорема И. —Когда моторы о^ и р, имгьютъ осщ то 
общге Кб нимб перпендикуляры служатъ осями Ур^р^. Если 
И^ и Н^ суть тензоры мотороеъ р^ и р, соотвтьтствую- 
щге какимъ нибудь винтоеымъ направлеигямъ осей р^^р^^ 
{^^=в-\-(о6 — комплексный уголь между направленгями этихь 
послгьднихъ^ соотвп>тствующгй какому нибудь винтовому 
направленгю одною г^зъ общихъ къ осямъ р^ ир^ перпендику- 
ляровъ , то тензорь Ур^р^^ соот^гьтствуюгщЛ тому оюе 
направленгю тою же перпендикуляра будетъ равняться 

Для доказательства теоремы примемъ е, общ1й къ осямъ 
си ^&. ^ моторовъ р^ и р, пераендикуляръ за ось ^, ось а 
мотора р^ за ось х и, наконецъ, прямую проведенную черезъ 
точку перес'6чен1я ^ и а и къ нимъ перпендикулярную за 
ось у. Приписавъ лия1ямъ а^,б кашя нибудь винтовыя на* 
правлен1я, означимъ черезъ Д^ и В.^ тензоры моторовъ р^ и р,, 
соотв'Ьтствующ1е направленхямъ а та ^. ш черезъ 9=^0-^- сод 
комплексный уголъ между направлен1ями а и /?, соотвЪт- 
ствующ1й направлен1ю г. Такъ какъ при нашемъ выборе 
координатныхъ осей комплексные углы, которые направлен1я 
осей а и /? образуюгъ съ направлешями осей х^у^г таковы 

0,л:/2, :гг/2; д,ч?— л:/2, Л-/2, 

то по формуламъ (80) проэкщи моторовъ р^ и р^ равняются 

Х^=Е^^ ^1=0, ^1=0, Х^=^Н^С0%9^ у^=:Н^81Пд, ^,=0 

и следовательно гг,=0, у^=0^ ^^^=Е^Н^^тд. 

Отсюда видно, что лин1я г служитъ осью мотора Уо^р^у а 
М^Н^^тд его тензоромъ, соответствующимъ выбранному на- 
правлешю оси г. Итакъ теорема доказана. 

Теорема III. — Векторное умноженге дистрибутивно по 
ошношенгю къ сложенгю мот^ровъ^ но не коммутативно: съ 
перемгьной порядка мнооюит^лей произведенье мгьняетг знакъ. 

Въ этомъ посл^днемъ свойстве векторнаго произведешя, 
лоторое выражается равенствомъ ^Р1р1= — ^РаРх, мы легко 
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уб{>дикся, яаи^чая, что вторыя части (120) м'Ьняютъ свой 
ававъ, если мы оби'Ёняемъ и'Ьстаии про8вц1и мотора р^ съ 
проэкщяни мотора ^,. 

Чтобы доказать дистрибутивность умножев!я, мы предполо- 
жимъ, что о, равняется сумм* двухъ моторовъ о,'(а;^',у,',г^') 
и о,"{х^",у,",г^"), а о, — сумм* моторовъ р^ {х,' ,у,\г,') и 

еЛ<>У,'\0' Тогда 

х^=х^'+х,", у,=у^+У^\ г^=г^' + г^", 

^9=^»' + *»"> Уз=Уз+У»"> ^»='8'»' + ^2". 

Е, составляя координаты Тр^р^, мы будемъ ии*ть равенство 

Угг»—У2^1=У1^з-У,\' + !/1Ч"-У.Ч' + 

+ У,Х-У.'<'+Уг\"-У.\" 

и еще два подобннхъ же, получающихся изъ этого круговой 
перестановкой буквъ х.у^^^. Изъ нихъ мы зак^^ючаемъ, что 

Это равенство и выражаетъ собой свойство дистрибутивности 
векторнаго умножен1я. 

71. Вещественный координаты мотора. — Теорхя проэкщй 
и составляющихъ мотора, развитая нами въ предыдущихъ 
параграфахъ , даетъ намъ возможность построить сколько 
угодно системъ координатъ и весьма легко, простыми вычн- 
слешями, вывести основныя формулы, относяпцяся къ каждой 
изъ этихъ системъ. Въсамомъ д-Ьл*, мы вид-Ьли, что поотно- 
шен1Ю къ систем-Ь трехъ осей ХуУу0 всяк1й моторъ можетъ 
быть заданъ или его тремя проэкщями, или тремя составляю- 
щими. Какъ тЬ такъ и друпя представляютъ комплексныя 
числа съ двумя единицами, и мы предполагали до сихъ поръ, 
что они выражены черезъ модуль умножен1я и комплексное 
число б>, квадратъ котораго равняется кривизн*]^ пространства: 

х=Х'{-с}Ц у=Т'{-(аМ, ^=^+6>-А^, ) 

Но ничто не м'бшаетъ намъ, взязъ как1е нибудь два совер- 
шенно произвольныхъ комплексныхъ числа 



^1=5,1 + С1,а>, е^=е^+е^^со, 
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которыя удовлетворяли бы уСЛ0В1Ю 

^11^22 ^12^31 ^'^"^ 

принять ихъ за новыя иомплевсныя единицы и черезъ нихъ 
выразить вакъ проэкщи тавъ и составляю[Ц1я мотора; мы бу- 
демъ им'Ьть 

х=х^е,'\'Х^е,, у=Уге,-^у,е,; ^=2^,е,-^^,е,, ) ^^^^^ 
а=за^е, -ьа^е^, Ъ=\е^ -\-Ъ^е^^ с=с^е^ -ь с^е^^ ) 

гд4 а?^,..., д^з,.., а^,.., а^,... определяются изъ уравнешй: 



^1«П 


+ «.«»! 


^1*1» 


+а;,е„ 


«1«11 


+ а^е^^ 


«Хбц 


+ а^е^^ 



Ц УА%+Уг«и 

■А, Ь,е„+Ь2е„: 
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Такъ Бавъ числа й;1,у^,-гг^,гг2,1/„х?, опред'Ьляютъ проэкщи мо- 
тора, 'а следовательно и самый моторъ, и въ спою очередь 
определяются, когда намъ данъ моторъ и его проэкц1и, то 
мы можемъ принять ихъ за координаты мотора. На томъ же 
основаши и числа (1^^Ь^^с^^(1^^Ъ^^с^ будутъ координатами мотора, 
которыя мы назовемъ союзными съ х^^у^^г^^х^^у^^г^, Итакъ 
каждой паре комплексныхъ чиселъ в^ и е^ соответствуетъ две 
новыя системы координатъ. Въ томъ частномъ случае, когда 
оси координатъ прямоугольны, проэкщи мотора равняются его 
составляющимъ, и координаты д;^, у р.з^,,а?2,|/,,<гг, становятся тоже- 
ственными съкоординатами а^,^^,^^»,,^^^^^ союзными съними. 

Разсмотримъ какой геометрическ1й смысдъ имеютъ но- 
выя координаты. 

Построимъ шесть моторовъ, у которыхъ осями служили 
бы координатныя оси х^у^г и тензорами, соответствующими на- 
правлен1ямъ этихъ осей, комплекспыя числа е^ и в^, приня- 
тыя за комплекспыя единицы: 

мот. «^ съ осью X и тенз.в^; мот. а^ съ осью х и тенз. в^; 
мот./5^ съ осью у и тенз. е^\ мот. /^^ съ осью у и тенз. е^\ 
мот. ^1 съ осью ^ и тенз. е^; мот. ^/^ съ осью ^ и тенз. е^. 

Эти шесть моторовъ мы назовемъ координатными моторами. 
Такъ какъ алгебраическая составляющая нашего мотора по 
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оси X есть а^=а^е^+а^е^^ то моторъ а — геометрическую со- 
ставляющую по оси X — ^мы можемъ разсматривать какъ сумму 
двухъ моторовъ, для которыхъ ось X служить общею осью и 
числа а^е^ и а^е^ — тензорами. Эти два мотора представляютъ 
собой произведен 1Я моторовъ а^ и а^ на числа а^ и а, и 
сл'Ьдовательно 



Подобнымъ же образомъ ^3=Ъ^^в^ ч- 6,/?,, (124) 

гд'Ь /Злу геометрическ1я составляющ1я нашего мотора о по 
осямъ у ш 2. Такимъ образомъ а^ и а^ суть обыкновенныя 
числа, на которыя мы должны умножить координатные мо- 
торы а^ и а^ съ осью х для того, чтобы, сложивъ результаты, 
получить геометрическую составляющую мотора по оси х, 
Подобныя же значешя, какъ видно изъ равенствъ (124), 
им-Ьготъ и числа Ъ^^Ъ^уС^^с^^ и потому координаты а,, Ь1,С1,а2,Ьз,с, 
мы можемъ назвать составляющими мотора по координатнымъ 
моторамъ. Сложивъ равенства (124), мы им'Ьемъ 

о=а,а^ 4-6,/?! -^гС.у.+а^а^-^Ь^В^ "гС^у^, 

откуда видно, что мотора о можетъ быть полученъ, если 
координатные моторы умножимъ на координаты <з(,Д,о^,а2,&,,с, 
мотора о и результаты сложимъ. 

Разложивъ алгебраическую проэкщю х на гумму двухъ 
чиселъ х^е^ и гг,в„ мы вм^ст-Ь съ т'Ьмъ можемъ и геометри- 
ческую проэкц1Ю мотора о на ось х разложить на сумму 
двухъ моторовъ им4ющихъ ось X общею осью и числа х^е^ 
и ^2^2 тензорами. Эти два мотора равны произведен1Яйгь коор- 
динатныхъ моторовъ а, и а^ на числа х^ и ж, соответственно 
и следовательно проэкщя мотора на ось х будетъ равняться 
сумм-Ь х^а^л-х*^а^. Также и проэкщи мотора на оси у т г 
мы можемъ представить въ видЬ суммъ: У1^1-^У^/3^ и 
^1/1 "'"'2^2 /2- Такимъ образомъ координаты а?^ и ж, суть числа, 
на которыя нужно умножить координатные моторы а, и а, 
съ осью X, чтобы, сложивъ результаты, получить гео:^1етр11чо- 
скую проэкщю мотора на ось х. Подобныя же значешя 
им^ютъ и координаты 1/^ и г^^, ^^ и ^^9 ^ потому координаты 
^\чУ\^^\у^^'Л}чч^1 мы можемъ назвать проэкщями мотора о на 
координатные моторы. 
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В ь томъ частномъ случа'Ь, когда оси х^у^з^ перес^Баются 
въ одной точеЛ о или лежатъ въ одной плоскости Оу мы мо- 
жемъ дать проэкщямъ и составляющиигъ на координатныхъ 
моторахъ еще и другое толкованхе. Въ самомъ д-Ьл-Ь, предпо- 
лагая, что оси пересекаются въ точк'Ь о построимъ векторъ (Т 
и роторъ С мотора о для точки приведен1я о. Мы знаемъ, 
что Х,Г,^, суть проэкщи ротора С, 9^Ь^Му1^ — проэкцш век- 
тора б на координатныя оси; что же касается до координатъ 
Л^В^С,Р^^^Е^ то ихъ гоометрическое значенхе можно раскрыть 
сл-Ьдующимъ образомъ. Построимъ три ротора С,,С2,0д и три 
вектора б^^б^^б^, которые лежатъ на координатныхъ осяхъ и 
им']&ютъ числа ЛуВ^С^ и Р,^^В своими тензорами и направ- 
лешя осей своими положительными направлен1ями. Очевидно, 
тго моторы 

о,+б„ с^-^б,, Сз+б; 

будутъ геометрическими составляющими мотора о, а потому 
(§ 44д) будемъ им'Ьть 

б=^б^ -^б^ + б^. 

Отсюда ви.шо, что Л^В^С — атгебраичесшя составляющ1я ро- 
тора С, аР,^,Б — вектора б. Такимъ образомъ когда коорди- 
натныя оси пересЬкаются, то ТуУ^2 суть проэкц1и, А^В^С со- 
ставляющ1я ротора С, а Ь,М^К — проэкщи, Р^^^В — состав- 
ЛЯЮЩ1Я вектора б^ построенныхъ для точки приведен1я, нахо- 
дящейся въ начале координатъ. 

Р1зь сказаннаго уже легко выводится и геометрическое 
вначеше координатъ, соотв']&тствующихъ новой системе еди- 
ницъ в, и е^. 0;{начая черезъ Р роторъ эквиполентный съ 
векторомъ б, построимъ два ротора Г^ и 1\ такъ, чтобы они 
удовлетворяли соотношешямъ: 

Оравнеше этихъ равенствъ съ равенствами (123) показываетъ, 
что о?, ,1/, ,^, — проэкщи, «1 ,Ь^ ,с, — составляющ1я ротора 1\ , 
^2'У2-^ — 11роэкц1я, а.,^Ъ^^с^ — состав.1яющ1я ротора Г^. Поэтому 
^1 ^1)2/1 ^1?'^1^1> ^1^1 5^1 ^п^1^1 будутъ проэкщями И состаиляющими 
мотора 1\б^, ^ (х>2е^,у^е^у^^е^у ^2^2Л^з?^»^а — проэкщями и состав- 
ляющими мотора Г^е^. Изъ равенствъ (125) сл-Ьдуетъ, что 
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Такимъ образомъ въ томъ случа'Ь, когда координатныя осе 
пересекаются въ одной точк']^ о, введен1е новыхъ комплек- 
сныхъ единицъ е^ и е^ соотв']&тствуетъ ра8ложен1ю даннаго 
мотора на два, у которыхъ оси проходятъ черезъ начало коор- 
динатъ и тензоры пропорщональны числамъ в, и е^. Члены, 
на которые при этомъ разлагаются проэкщи и составляющ1я 
мотора суть проэкщи и составляю1Ц1я атихъ моторовъ па 
координатнымъ осямъ. Къ подобнымъ же 8аключен1ямъ мы 
пришли бы и въ томъ случае, если бы оси координатъ вс^ 
лежали бы въ одной плоскости. 

Чтобы изъ выведенныхъ въ предыдущихъ параграфахъ 
уравнешй и формулъ извлечь основныя уравнен1я и формулы 
для новыхъ координатъ, мы должны прежде всего составить 
таблицу умножен1я для единицъ е^ и е^ и получить выраже- 
шя для тригонометрическихъ фупкц1й отъ комплексной пере- 
менной въ системе (6^6^) и зат^мъ поступать следующимъ 
образомъ. Выразивъ все комплексныя числа, съ которыми 
намъ приходится иметь дело, тензоры моторовъ, комплексные 
углы и т. д., явпымъ образомъ черезъ единицы е^ и е^, мы 
вносимъ ихъ въ данный нами формулы и уравнен1я и совер- 
шаемъ указанныя въ нихъ действ1я. Въ результате этихъ 
вычислен1й всякая формула I) и уравненхе 1)=Е примутъ 
видъ Л^е^-^Л^е^ и Ъ^е.-^ В^е^=Е^е^ -^ Е^е^ и разобьются 
первая на две формулы Д и 2)., второе на два уравнен1я 
В^=Е^ и 2),=-Бд. Такъ какъ 1) яЕ зависятъ отъпроэкщй 
и составляющихъ моторовъ по осямъ, то В^,В^уЕ^^Е^ будутъ 
содержать проэкщи и состав ля ющ1я моторовъ по шести коор- 
динатнымъ моторамъ и будутъ следовательно представлять 
собой некоторый формулы, 0ТН0СЯЩ1ЯСЯ къ теорхи новыхъ 
координатъ. Называя аналитическШ процессъ, помощью кото- 
раго мы переходимъ къ формуламъ В^^В^ и уравнешянъ 
В^=Е^ и В^=Е^ отъ формулы В и уравнен1я В=Е раз- 
вертыван1емъ этихъ последиихъ, мы приходимъ къ следую- 
щему заключешю. Основныя формулы и уравненхя теор1и но- 
выхъ координатъ, характеризуемыхъ системой комплексных:ъ 
единицъ е^ и 6,, мы получимъ изъ основныхъ формулъ, выве- 
денныхъ въ предыдущихъ параграфахъ, развертывая ихъ въ 
системе (61,63). Мы остановимся теперь на подробномъ изсл Ь- 
дован1и техъ системъ координатъ, которыя характеризуются 
двумя системами комплексныхъ единицъ: 

1) 1,б> 6>^=к' 
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72. Преобра80ван1б ноординатъ. — Полагая в^ = 1 Ее^=сэ, 
ны возвращаемся снова къ единицаыъ 1 и сэ икъ прежнимъ 
выражен1ямъ для проэкфй х.у^а и составляющихъ а^Ъ^с мо- 
тора р (121). Въ этомъ ел уча* координатные моторы «1^,/!; 
а^ф^^у^ обращаются первые три въ роторы остальные три въ 
векторы, которые лежатъ на координатныхъ осяхъ и им'Ьютъ 
тензоры равные единиц'Ь. Въ дальн']^йшемъ • мы будемъ назы- 
вать координаты X, !Г,2^,Х,Ж,Л' также Иискег'овыми коорди- 
натами. 

Мы не будемъ разсматривать общаго случая преобразо- 
ван1я коордиватъ, соотв'Ьтствующихъ единицамъ 1 исз, когда 
координатныя оси между собой не пересекаются, или, пере- 
с']&каясь, не взаимно перпендикулярны, зам'Бчая, что формулы, 
0ТН0СЯЩ1ЯСЯ къ этимъ случаямъ выводятся развертывашемъ 
формулъ (97) и (98). Мы обратимъ наше внимаше на про- 
ст'6йш1й случай, когда старыя и новыя оси образуютъ дв'Ь 
ортогональныя системы координаты. Пользуясь обозначен1ями 
(121) и полагая 

изъ (106) мы получаемъ формулы 



Г 



:\Х4-/г,Г4-7,^ + х'(^,ХЧ-Г2Ж+Г,^') 



(126) 



(127) 



внражаю1Ц1я новыя координаты черезъ старыя, и 

х=\ X' + Л, Г + \г> + у.\^,^^ + ^,м + ^-,2^) 

М= 7?, х- + г, г + г, ^' + и^П + и^М + и,Н' 

для обратнаго перехода отъ новыхъ воординатъ къ старыиъ. 
Формулы (107)и (108), будучи ра8вериуты,даюгьнам'ьсл'Ьдующ1я 
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соотношения между л,/г,у,^,г,4 



= 1 [3] (123)\ 

=0 [3] (123)1 ^^^^' 

=0 [3] (123)1 

=0 [3] (123)/ ^^^^^ 



Эти дв^Бнадцать соотношений между собой независнмы. Изъ 
нихъ мы выводимъ еще ц^^лый рядъ соотношенхй, которня 
легко получаются развертывашемъ формудъ (109) — (ИЗ). 



^1~Мг'^»—МА + V, >;, — у,г, 



[3] {\и^Шг11) 

[3] (Ха7)(^7:Г) 

[3] (\иу){$1^1) 

[3] (\г/у)(^,,Г) 

[3] (123) 

[3] (Хиу)(^г:) 



} 
} 



(130) 



(131) 



(132) 



^;(±>^,,x/,V,)+x»^:(=ь\,^,^,)^-x»^;(±^^,/^,Сз)+x»^;(±,^,7^,V,)=1 1 
1;(±\,/г^)+ ^;(±л.^,V,)+ 2;(±,.,и,у,)+х'1;(±^,7?,?,)=о/ ^ *' 

Зам'Ьтимъ еще, что 
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(134) 



73. Аутономоментъ и аутомоментъ мотора. — Въ теор1и 
координатъ, соотв^^тствующихъ систем'Ё Бомплексныхъ единицъ 
Су и вз, весьма важную рольиграютъ дв'Ь квадратичный одно- 
родныя фулкщи Боордиватъ, представляющхя собой воэффи- 
щенты при комплевсныхъ единицахъ въ развернутомъ выра- 
жен1и квадрата тензора мотора. Эти функщи въ томъ случа^Б, 
когда мы пользуемся системой комилексныхъ единицъ (1,сэ) 
носятъ назваше аутокомомента иаутомонента ротора. Такимъ 
образомг 

Л*=ауткм(р) 4- со аутмм(()) 

ТА^ И есть тензоръ мотора (). Обозначая 

ауткм(р)=«71, аутмм(р)=«7„ 
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т. е. полагая 

мы получимъ для ^^ и ^^ н'Ьсколько различныхъ выражен1й, 
смотря по тому, которой из'ь формулъ (81), (82), (84) для 
вычислев1й ^^ и ^^ мы воспользуемся и какова будетъ си- 
стема осей, въ которой мы относимъ моторъ. 

1. Развертывая ур. (81), мы получаемъ 

^,=xл+^в+2с-^-у.\^г+мд + NВ), \ . 

прост^йш!я выражен1я для ^^ и ^^ череяъ составляюпця и 
проэкщи мотора ^ по координатвымъ моторамъ. 

2. Развертывая ур. (82) получаемъ 

Л^ +В' +С'+2\ВС+2и,СА + 2^^,АВ 
7,= | +2х»Б(Р/„ + * + Е\) (136) 

+ х'(Р + $» + Л» + 2\дЕ + 2и ,ЕР+2^,Рд) 

2Л{Р +^^^, +Ец,) + 2\{ВС+у.'дВ) 
^,={ ^^■2В^Р^,^^-^ +Е\) + 2и,,{СА + у.'ВР) (137) 

2С{Ри, + ^'•, + В) ■^- Ъ„ (ЛВ + х»Рв) 



выражен1я для ^^ и ^, въ функц!яхъ однихъ только состав- 
ляющихъ мотора. 

3, Наконецъ, полагая 

Д,д. : Д=^а + Ьц^о) г,к= 1 ,2,3 

и развертывая уравнен1е (84), получаемъ 

д,,Х»+д,,Г-^д,,2'+2д,,Уг + 2д,,2Х+2д,,ХТ 
+ 2у^^X^\,^ +Ь^^М+Н^,N) 
^^ =1 + 2х* Г (Л,1 X + Л„Ж +\,К) (138) 

+ 2х» 2 (Л„ X +\зМ +\,К) 
+ ж\д,,Ъ' +д„М'+д,,1^'+2д,,ММ+2д,,Ж + 2д,,1М) 

\,Х'+Ъ^,т+к,,2'+2\^У2+2Н,,2Х+2\,Х7 
+ 2Х{д,,Ь+д,^М+д,,Щ 
7,={н-2 Г(5'„ X +д,,М+д,,Щ (139) 

+ 2 2{д,, X +д,,М+д,,т 
+ х*(Л„Х» + Л„Л1*+Л„2У='-^2Л„Л/2^-ь2Л„;^Х+ 2й„ ХЖ) 
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— выражен1я для е/^ и 0^ черезъ одни только проэкщи 
мотора. 

4. Если оси координатъ проходятъ черезъ одну и туже 
точку или всЬ лежать въ одной плоскости, то \^=гУ^^=У^,:=0, 
Л,.;^=0 (г,Л;=1,2.3) и формулы для ^^ и 3^ значительно упро- 
щаются. 

5. Пусть (У— векторъ, С — роторъ мотора о для точки 
приведен1я о въ которой пересЬкаются оси координатъ (пло- 
скости приведен1я О, въ которой лежатъ координатный оси). 
Такъ какъ Х^Т^2^А^В^С суть проэкщи и составляющ1я ро- 
тора С по координатнымъ осямъ (§71), а ^^М,NуР^^^В — 
проэкц1и и составляющ1Я вектора (У по т-Ьмъ же осямъ, то 

Е"=лх+вт+сг, 
в^а^со%(р=хр^ ^^ '\-гЕ=ль-^вм-ьск, 

гд-Ь 22' и & суть тензоры С и Л ^ — уголъ между осью С и 
лучомъ (У, и сл'Ьдовательно 

6. Если оси координатъ прямоугольны, то 

Х=А, Т=В, 2=0, Ь=Р, м=д, К=В, 
и выражешя (135) принимаютъ видъ 



7^=2 {ХЬ+ГМ+2Н) 



} (141) 



Такъ какъ (136), (137), (138), (139) были получены 
нами и8ъ уравненШ (82) и (84), воторыя представляютъ Я*, 
первое — въ функщи комплексныхъ чиселъ а,Ъ,с, второе — въ 
фунвц1и Боыплевсныхъ чиселъ х,у,г, то мы должны ин^ть 
соотношения 

д'Тх д^2 д^1 д^2 д^^ д^^ 

дР ' дА' д(^ дВ' дВ дС ' 
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гд^ <7| и <7, должны быть выраасены черезъ составлающ1я 
АуВ,С,Р,д,Е по формуламъ (136) и (137), и 

X 



дХ 






д^, 



дЬ дХ' дМ~ дТ' дN 62 ' 

ГД% ^, и ^з должны быТЬ ВЫраЖбНЫ ЧСреЗЪ пр08ВЦ1И 

Х,Т,2,Ь,М,К по формуламъ (138) и (139). И дЬйствительно 
8ТИ соотношен1я легко пов1)раются. 

Теорема. — Функцш ^^ и ^^ представляют,'» собой инва- 
рганты. 

Бъ саиоиъ д%л%, иы вид']&ли, что число В} независитъ 
отъ выбора координатныхъ осей, отъ выбора осей не вави- 
сятъ поэтому и ^, и </,. 

Сл'Ьдств1е. — Величины ^В"+х'б"' и ЕО'сш(р не вави- 
сягь отъ положешя точки или плоскости приведешя мото- 
ра о (С,03, ибо эти величины равны ^^ и ^^ соотв'Ьтственно. 

74. Зависимость метду про8Кц1яни и составляющими 
мотора.— Пользуясь выражев1ями для аутокомомента ^^ и 
аутомомента «7,, мы можемъ въ весьма простой форм'6 пред- 
ставить зависимость между проэкц1ями 'Е^11[^'К,Ъ,,Ж^ и со- 
ставляющими мотора ^,Б,С7,Р,^,.Н. Замечая, что по свойству 
производной отъ функц1и комплекснаго перем^ннаго 



да 

дН\ 

дЬ' 

дс '' 



да 

д{^^^^00^^) 

дЬ 

д{^^+о>^а) 
дс 



=тг*' + С|1 



ал 
дА ' 

д^а 
дВ^'^'дВ' 



'дА 

а/, 



мы легко выводимъ, развертывая формулы (76), 



Х= 



^=^- 



2 дА ' 

^_д^^ 

2 дА ' 



Г= 



Ж=1 



1^ 
2 дВ' 

I д^[з 

2 дВ' 



г='- 



N='- 



I а^1^ 

2 дС 

2 ас 



I 



(142) 



ТА^ ^^ и ^^ должны быть выражены, конечно, черезъ состав- 
ЛЯЮЩ1Я Л^В^С^Р^^уЕ, Написавъ подробнее вторыя части, 
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увидимъ, что определитель этихъ уравнешй равняется Д^ 
(см. § 82) и стало быть отличенъ отъ нуля. Мы можемъ 
поэтому ураввешя (142) р'бшить относительно составляющихъ 
и получить такимъ образомъ выражен1я этихъ посл']&деихъ 
черезъ проэБщи. Эти выражешя мы выводимъ проще всего 
прямо развертывая равенства (77) такъ, Еакъ только что раз- 
вернули (76); мы будемъ им-бть 






(143) 



тхЬ ^у и 3^ конечно должны быть выражены черезъ лроэкщи 
Х,!Г,-2',Х,Л/,Ж Пользуясь соотношен1ями между производ- 
ными д^ и «/2 (§ 73), мы можемъ, если угодно, во вторыхъ 
частяхъ равенствъ (142) и (143) ввести производныя какой 
нибудь одной изъ функщй е7| и 3^. Изъ равенствъ (142) и 
(143) видно, что форма (138) союзна съ (136), а (139) — 
съ (137). 

75. Относительный комоментъ и иоментъ моторовъ. — 

Вещественная часть геометрическаго произведентя двухъ мото- 
ровъ носитъ назван1е относительнаго комомента, а коэффи- 
щентъ при (О — относительнаго момента моторовъ. Такимъ 
образомъ 

ро^ =км(ор1 ) ч- (О мм(рр^ ). 

Такъ какъ въчастномъ случае, когда о=о^, геометрическое 
произведен1е моторовъ о и р^ обращается въ квадратъ тен- 
зора р, то при р=р^ относительный комоментъ и моментъ 
моторовъ (3 и р^ обращаются соответственно въ аутокомо- 
ментъ и аутомоментъ р. Отсюда и происходятъ эти посл-Ьд- 
ше термины. 

Чтобы получить рядъ выражен1й для относительнаго 
комомента и момента двухъ моторовъ, намъ стоитъ только 
развернуть т*! формулы, которыя мы вывели въ § 65. Полагая 

мы приходимъ такимъ образомъ къ сл']&дующимъ формуламъ. 
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1. Развертывая (87), получаемъ 






или 



т{^о,)=Х^Р'^У,д'^2,Вн- ^,А + М^В^N^С. 

Это самыя простыя выражен1я для относительнаго коиомента 
и момента двухъ моторовъ отчасти черезъ проэкщи отчасти 
черезъ составляющ1я моторовъ. 

2. Внеся въ (144) вместо Х^Т^2^Ь^М^1Я ихъ выраже- 
шя (142), или прямо развертывая (88), получаемъ 

вырахен1я комомента и момента моторовъ ^ и ^^ черезъ 
ихъ составляющ1я. 

3. Развертывая (90), или пользуясь (144) и (143), по- 
лучаемъ 

2КМ(00,)_А,— + 1Г,— Ч-А^ + Ь,^^^ -Ь М,^^+1\,— , 



(146) 



выражен1я комомента и момента моторовъ о и р^ черезъ ихъ 
проэвцш. Разсматривая выражен1я (145) и (146) для относи- 
тельнаго комомента и момента двухъ моторовъ мы видимъ, 
что они представляютъ собой билинейныя формы поляризи- 
рованныя изъ формъ «7^ и (7^. 

4. Если оси х^у^г пересЬкаются въ одной точк* о (ле- 
жатъ въ одной плоскости О), которая служитъ точкой (пло- 
скостью) приведешя для обоихъ моторовъ р(С,0) и о^{й^^б^)\ 
то -4,,В^,С1,Р,,^1,-Й1 представляютъ собой составляющ1я ро- 
тора С^ и вектора (У^ а Х,Ту2^Ь^М^К — ^проэкц1и ротора 6 

17 
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и вектора б. Поэтому 

км(СС1)= ХА, +ТВ, -^Щ , 

мм(Со;)= ХР^ + Гд, +2В, , 
мм(С1(У)= ЬА, +МВ,+NС^, 

и сл'Ьдовательно 

мм(ро^=мм(С0'1)-|-мм(С1(У), I ^ 

т. е. если моторы р и р, им-Ьготъ общую точку или пло- 
скость приведешя, то относительный комоментъ ихъ равняется 
относительному комоменту ихъ роторовъ сложенному съ отно- 
сительнымъ комоментомъ ихъ векторовъ , а относительный 
моментъ — сумм*]^ относительныхъ моментовъ каждаго изъ ро- 
торовъ съ каждымъ изъ векторовъ. 

5. Если система осей прямоугольна, то составляющхя 
ротора С^ и вектора бу^ равняются ихъ проэкщямъ и фор- 
мулы (144) принимаютъ бол']Ье простой видъ 

км(о(),)=ХХ, + ТТ, ^гг, +у.\ЬЬ, +ММ, +NN,), \ .,^. 

6. Предполагая, что иоторы <) и о, имйютъ оси е по- 
лагая 

развертывашемъ формулы (86), мы получаемъ 
Ш1(()()1)= (В,В^ +х'0(г^) со8^со8К(У+х {Е^^ + ВО ^)8^пв&^пкд I 

Сравнивая посл%дн1я формулы съ (144), им^^емъ 

(ВВ, + х'0&^)<твсо8У.^+и{Ва^ + Д, (?)81П(?8тх()*= 

=ХЛ, + ТВ, + 20, + х»(ХР, + Мд, + NВ,), (150) 

-( ДД^ + у}вО,)%Шь\ш^+ (ВО, + Б,6^)со8всо8к<?= 

=XР1 + Т^,+2В,+^Л,+МВ,+N0,. (151) 



мм 
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Теоре^л.— Относительные комоментъ и момента двуосг 
моторовъ представляютг собой пнварганшы. 

И въ самомъ ]^!клЬ они равняются воэффищентамъ гео- 
метричесваго произведен1я двухъ моторовъ, которое, вавъ было 
показано въ § 68, не зависитъ отъ выбора воординатныхъ 
осей. 

Сл'Ьдствхе. — Суммы 

км(ее^)4-км((ЯУ4), мм(С(Т1)+мм(С^(У) 

не завнсятъ отъ положен 1я общей для обоихъ моторовъ точки 
или плоскости приведен1я, ибо они равняются соотв'Ьтственно 
относительному комоменту и моменту моторовъ. 

76. Комояеиты и моменты системы моторовъ. — Относи- 
тельнымъ комоментомъ двухъ системъ моторовъ 5(а^,а,,..а^) 
и Р(^^^^уФп^ называется сумма относительныхъ комомен- 
товъ каждаго изъ моторовъ первой системы по отношешю къ 
каждому изъ моторовъ второй, т. е. 

км(5]Р)=^км(а.>5^) (152) 

распространенной на всЬ значен1я г отъ 1 до п и А; отъ 1 
до т. 

Относителънымъ моментомъ двухъ системъ моторовъ 
5(ара„...а„) и 2^(а5, /?,,... /5*^) называется сумма относитель- 
ныхъ моментовъ каждаго изъ моторовъ первой системы по 
отвошее1Ю къ каждому изъ моторовъ второй, т. е. 

мм(5-Р)=^мм(а,.^;^) (153) 

а 

распространенной на вс']^ значенхя г отъ 1 до п и X; отъ 1 

до т, 

Аутокомоментомъ системы 13(а^,а^уМ^) называется сум- 
ма комоментовъ каждаго изъ моторовъ системы по отношешю 
къ самому себ'Ь и къ каждому другому мотору той же си- 
стемы, т. е. 

ауткм(5)=^^км (а,.а^) (154) 

а 

распространенной на вс']^ значен1я г ж к отъ 1 до п. 

17* 
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Аутомоментомъ системы 8(а^^а^у.а^) называется сумма 
моментовъ каждаго ивъ моторовъ системы по отношешю къ 
самому себЪ и въ каждому другому мотору той же системы^ 



т. е. 



аутмм(5)=^мм(а,.а;|) 

1к 



(155) 



распространенной на вс']^ вначенгя гик отъ 1 до п. 

Когда а—^!^ и ^=л, таЕъ что система 5 тожественна 
съ "Р^ то, сравнивая формулы (154) и (155) съ (152) и (153) 
мы видимъ, что 

ауткм(5)=км(55), аутмм(5)=мм()85). 

Тавимъ образомъ, когда дв']^ системы 8 я Р становятся тоже- 
ственными относительный комоментъ (моментъ) ихъ обра* 
щается въ аутокомоментъ (аутомоментъ) системы 5; отсюда 
происхождеше етихъ двухъ посл'бднихъ терминовъ. 

Теорема. 



Если система моторовъ 
^(^19^2)-*) дкеивалентна мото- 
ру о. и система моторовъ 
-^'(Л »/'»>•••) эквивалентна мото- 
ру Р, то относительнгий комо- 
ментъ моторовъ а и р равняется 
относительному комоменту си- 
стемъ 8 и Р* 



Если система моторовъ 
5(а^,а2,...) эквивалентна мото- 
ру а и система моторовъ 
2^(/?1,)?2»—) эквивалентна мото- 
ру р, то относительные мо- 
ментъ моторовъ а и Р равняется 
относительному моменту си^ 
стемъ 8 и Р. 



Въ самомъ д-Ьл*, по свойству дистрибутивности геометри- 
чесваго умноженхя ивъ равенствъ 

выражающихъ эквивалентность моторовъ а ти /5 съ системаки 
8 и Р^ сд-Ьдуотъ 



Но 



~^=км(а/?) -4-«мм(а/?), 
а^;1=км(а^^) +омм(а^/?;^), 
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« потому посл'бднее равенство разложится на два 

вм (а^5)=^км (а,.>?;|)=км(52^), 

1к 

воторыя и доказнваютъ теорему. 

Сл']&дств1е I. — Если системы моторовъ РтЗ эквивалентны 
соотв-Ьтственно системамъ 1^ и 5', то 

км(51г) =км(^5'2?'), мм(^5^')=мм(5'^рт). 

Ибо моторы а "ъ. ^ эквивалентные системамъ 8 я Р будутъ 
эквивалентны и системамъ 8^ ж Ру т по доказанной теореме 
мы будемъ им^ть 

км {8Р)='ли(а/3)=ли{8'Р), 
жж(8Р)=жж{а^)=ти{8'Р). 

Сл'6дств1е П. — Когда система ^8^ тожественна съ ^ и 
5^ — съ Р, то 

ауткм (5)=км (5^')=км(5'Р)=ауткм(5') 

аутмм(5)=мм(в1?')=мм(5'Р)=аутмм(5'). 

Итакъ, если системы /9 и /8^' эквивалентны, то аутокомоментъ 
(аутомоментъ) первой равняется аутокомоменту (аутомоменту) 
второй. 

Мы не будемъ останавливаться на подробномъ изсл^до- 
ван1и оставшихся не разсмотр^нными нами двухъ инвархан- 
товъ — вевторнаго прои8веден1я двухъ моторовъ и произведе- 
Н1Я мотора на число, предоставляя самому читателю заняться 
развертыван1емъ формулъ (120) и опред'&лешемъ зависимости 
между координатами мотора () и произведешя ^ на число 8, 
и перейдемъ теперь въ изученш весьма зам']&чательной системы 
Боординатъ, соотв']&тствующей системе чиселъ ^ и т;. 

77. Координаты въ систен-Ь (^,17). — Принимая за вомп- 
левсныя единицы числа ^ и т;, воторыя, напомнимъ, связаны 
съ модулемъ операщи умножешя и числомъ о соотношешями 

X — О) О) 
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мы им'бемъ 



а=91^н-фг, 6=25^ н-Ог, с=6^ + а7? 

гд4 Зе=Х+х2:, д)=Г+кЛ/, 3=^-ь^<^^, (156) 

«=Х— хХ, ЗЯ=Гч.хМ, 91=^— х^^, (157) 

а1=^+хР, Ш=54-х^, 6=04- хБ, (158) 

ф=^— хР, С=В— х^, Ж=С— хД (159) 



Числа 



аедздайД; 91,аз,б,5р,с,91 (1бо) 



представляютъ собой координаты мотора ^, отв^чаюпця си- 
стем4 (^?^)> первыя шесть суть проэкцхи, а вторыя шесть — 
составляющ1Я мотора ^ по координатнымъ моторамъ, како- 
выми теперь являются шесть моторовъ, им']&ющихъ оси коор- 
динатъ своими осями и числа ^ и т; своими тензорами. 6ъ 
томъ случае, когда оси коордпватъ всЬ проходятъ черевъ 
одну и ту же точку о или лежатъ въ одной плоскости О, 
какъ было показано въ § 71, координаты тжкютъ еще другое 
значеше, а именно, если С и б* суть роторъ и векторъ о для 
начала координатъ о (для начальной плоскости коор динатъ О), 
то (156) и (158) представляютъ собой про8кц1и и составляю- 
Щ1Я ротора 

а (157) и (159) проэкцш и составляющ1я ротора 

Оуз=С — б. 

Обращаясь къ изсл^дован1Ю координатъ, отв']&чающихъ 
систем']^ комплексныхъ чиселъ ^ и 77, мы зам'Ьтимъ прежде 
всего, что аналитическая операщя развертыван1я формулъ въ 
атой систем'^, благодаря простот*]^ таблицы умноженхя 

^'=^, ^>/=0, >}"=г, 

не представляетъ никакихъ затруднешй. Въ т^хъ случаяхъ, 
когда комплексныя числа, входящ1я въ наши формулы, выра- 
жены явно черезъ 1 и о^, развернутыя формулы въ системе 
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(^,7}) могутъ быть написаны прямо бевъ вычислен1й. Д'1й- 
ствительно, припоминая, что 

гд'6 /* и Р кав1я нибудь функцхи вомплексныхъ перем^Ьн- 
выхъ дуку..^ мы видимъ, что формула /* или уравнеше /*=1^, 
содержащхя комплексныя числа ^,А,.., развертываются, пер- 
вая — въ двЪ формулы 

второе — въ два уравненхя 

и Л^1— х^а, Л^— кЛ„...)=-Р'(^1— х^„ Л,— хА^,...). 

Тавимъ образомъ мы нм-Ъемг следующее весьма простое пра- 
вило: нужно только Еомплевсныя числа, входя1Ц1я въ нераз- 
вернутыя формулы и уравцен1я, выразить явнымъ образомъ 
черезъ единицы 1 и б> и зам'Ьнить потомъ одинъ разъ со 
черезъ + х, а въ другой разъ черезъ — к, чтобы получить со- 
отв'Ьтствующ1я развернутыя формулы и уравнешя в!» систем']^ 
комплексныхъ единицъ ^,г. 

Благодаря простотЬ этого правила, намъ н'Ьтъ надобно- 
сти подробно останавливаться на развертываши вс']&хъ выве- 
денныхъ нами формулъ: мы развернемъ только т'Ь, которыя 
намъ понадобятся для изсл'Ьдован1я новой системы координатъ. 

78. Стр'Ьлни мотора. — Пусть С и б" суть роторъ и век- 
торъ мотора ^ какой нибудь точки приведен1я о (плоскости 
приведен1я О), Роторы 

оси которыхъ очевидно проходятъ черезъ точку о (лежатъ въ 
плоскости О) назовемъ стр-Ьлками мотора ^ для точки о 
(плоскости О), первый изъ нихъ назовемъ ^-стрЪлкой, вто- 
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рой— у^-стр-Ьдкой. Зам'^&чая, что роторъ С'==б>б'/х эввхангар- 
иониченъ (§ 69з) съвевторомъ (Т, мы весьма просто можемъ 
для даннаго мотора построить его стр'Ьлви. Въ свою очередь 
по даннымъ стр'^^лкамъ можно построить моторъ, ибо 

Въ томъ случа*]^, Богда оси воординатъ проходятъ черезъ 
одну и ту же точку о (лежатъ въ одной плоскости О), коор- 
динаты (160) представляютъ собой, какъ мы упоминали въ 
предыдущемъ параграфе, проэкц1и и составляющ1я по коор* 
динатнымъ осямъ стр-Ълокъ мотора^ построенныхъ для начала 
координатъ (начальной плоскости координатъ). Чтобы раскрыть 
зависимость между координатами и стр']&лками, когда коорди- 
натныя оси между собой не пересекаются, мы должны изсл*]^- 
довать свойства стр^ловъ. 

Посмотримъ сначала, какъ изм'Ёняются стр'^лки съ изм*!- 
нен1емъ положен1я точки (плоскости) приведенхя, иначе говоря 
посмотримъ, въ какомъ отношен1и находятся стр']Ьлки для 
двухъ различныхъ точекъ приведен1Я оно' (плоскостей при- 
ведешя О и (У). Съ этою ц'Ёлью примемъ точки о но' (пло- 
скости О и О') за начала двухъ прямоугольныхъ системъ 
координатъ х^у.^ и х\у\^\ Развертывая (106), (109), (НО), 
мы получаемъ уравнен1Я 

Ж' =(\ -ь х^,)Ж -ь (и, + хг?,)3) + (V, + уХ, )3, ) 
8)'=(\-^x,^,)ЗЕ+С|^з^->^^,)8)-^(V, + xВД, I (161) 
3' =(\ + >^^з)Ж + (.//з-^•X7^з)3)^-(V, н-х4,)3, ) 

а»'=(>-х^,)«+(/г,-х7г,)2й + (Уз-хГ,)д1, (162) 

(\ + Х^,)>-4-(\-ЬХ^,)>4-(\ + Х^,>^=1, 
(Х_х,^^«Ч-(),_Х^,)«4-('Лз-Х^,)^=1, 

(Л^— х^1)(Я1-х>7^ + (>^а— х^,){/^2-5^>?з) + (>»з— >^^|)(/"з— >^^«)=0, 



(163) 



въ которыхъ Х,^,3,^,9№,91 суть проэкщи стр4локъ р^ и рт^ 
для точки о (плоскости О) на оси а?,у,-зг, а Ж',Ш'3',^'>ЗК',91' — 
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проэкщи стр^локъ р1^ и о^' для точви о' (плоскости О') на 
оси у1чу\г\ Эти зам'Ьчательныя ур. повазБгваюгъ намъ во- 
первыхъ, что важдая изъ стр'Ьловъ д^ и ^г/ для точви о' 

(плоскости (У) ЗаВИСИТЪ ТОЛЬВО ОТЪ той изъ СТр'ЁЛОВЪ О^ и ^72 

для точви о (плосвости О), воторая съ ней одноименна и пи« 
€вольво не зависитъ отъ другой и, во-вторнхъ, что преобра- 
образовашя проэвц1й ()^ и ру^ въ проэкщи ре' й ^-ц пред- 
ставляютъ собой ортогональныя преобразовашя. Поэтому за- 
мечая, что 

Т»(р0=г»ч-3)'+3', Т*(рБ')=ЗЕ'»+©'ЧЗ'', 
Г (р.;)=«» ч- аЯ* + З^М ^(р ./)=«" + 2Й'* -ь 91", 

изъ этихъ ур. мы выводимъ: 

Т»(ое)=Т'(о6'), Т'(?,)=Т\о,') 

Т. е. тензоръ каждой изъ стр']&локъ съ переменой точки или 
плосвости приведен1я не изменяется и въ частномъ случа'Ь 
для всЬхъ точевъ и плосвостей приведешя равняется нулю, 
€сли онъ равенъ нулю для вавой нибудь одной точви или 
плосвости. Но мы знаемъ, что тензоръ стр'Ьлви мохетъ рав- 
няться нулю ТОЛЬВО въ двухъ случаяхъ: во-первыхъ, вогда 
сама стр^лва равняется нулю, во-вторыхъ, вогда ось ея 
им-Ьотъ абсолютное направлеше (§ 47^). Эти два случая рЬз- 
во различаются одинъ отъ другого. Въ самомъ д'Ьл']^, изъ 
равенствъ (161) и (162) мы видимъ, что Ж'=3)'=3'=0, если 
Лг=3)=3, и г'=ай'=д1'=0, если «=дИ=д1=0, т.е.стр*лва, 
воторая равняется нулю для одной точви или плосвости, бу- 
детъ равняться нулю и для всявой другой. Отсюда уже ясно, 
что стр^лва, ось которой им'Ьетъ абсолютное направленхе для 
одной точви или плосвости приведен1я, не можетъ быть 
равна нулю для другой, но для всявой другой точви или 
плосвости будетъ представлять собой роторъ, лежащ1й на 
абсолютномъ направлеши. Итавъ мы им']&емъ тавую весьма 
важную теорему, воторую ниже мы положимъ въ основан1е 
влассифивацш моторовъ. 

Теорема I. — Стргьлка мотора для всгьосъ точекъ и пло- 
аюсшей равняется нулЮу если она равняется нулю для одной 
точпи или плоскости] стргьлка мо'тора для всгьхь точекъ 
и плоскостей имтьетъ абсолютное направленге^ если она имгьетъ 
абсолютное направленге для одной т^чки или плоскости. 

Чтобы изсл'Ьдовать, вавъ изм']&няется положеше осей стр^- 
ловъ съ перем^щешемъ точви или плосвости приведенхя, при- 
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мемъ ось т^-стр-Ьдки для точки о (плоскости О) за ось ^, ли* 
шю, проходящую черезъ о' (лежащую въ О'), ^-параллельную 
и одииаково направленную (§ 55^) съ^, за ось ^, общ1й къ 
г ж г^ перпендикуляръ возьмемъ за ось х^ и наконецъ оси 
х^у и у' возьмемъ такъ, чтобы системы х^у^г и 01^^у\г' были 
ортогональны. При такомъ выбор*]^ осей, означая черезъ {гх')у 
(^у'), (^^') комплексные углы между направлешемъ оси г и 
направлешями осей х\у\&\ им']&емъ 

аг=о, ш=о, 3=т(()5) 

(^ж')=л-/2,(^1/')=257;— л-/2,(лг^')=2^>? 

гд'Ь ^ уголъ между направлешями л и л' и уравнен1я (161) 
обращаются въ сл^дующ1я 

Ж'=0, Ш'=о, З'=3. 

Первыя два изъ этихъ равенствъ показываютъ, что 
7;-стр'Ьлка для точки о' (плоскость О) им']&етъ лин1Ю л' своею 
осью, а третье — что тензоры 7;-стр'Ьлокъ для точекъ о^о^ (пло- 
скостей 0,0'), отв'1чающ1е направлен1ямъ осей я и г\ равны 
между собой. Такимъ образомъ оси Ог1 и От) ^-параллельны, 
и равные тензоры стр'Ёлокъ соотв'&тствуютъ одинаковымъ направ- 
лешямъ (§ 664) ихъ осей. Прим'Ьняя подобныя же разсуждешя 
къ ^-стр'Ьлкамъ, мы приходимъ къ такой теорем!}. 

Теорема П. — Оси ваьхъ ^-сшргьлокъ (тгсшртымкъ) одного 
и тою же мотора^ построенныхъ для различныхг то^гекъ или 
плоскостей пргсведенгяу есть между собой Г1'Параллельиы (^-ма- 
раллельиы). Тензоры ^-стргьлокъ {тгстргьлокь) ранены по абсо- 
лютной величинть, причемъ одинаковые знаки ихъ соотвтьт- 
ствуютъ одинаковымъ направленгямъ осей. 

79. Инвар1анты и стр'Ьлви мотора. — Займемся теперь 
изсл'Ьдовашемъ вопроса, въ какомъ отношеши стр']&лки нахо- 
дятся къ инвар1антамъ, о которыхъ шла р'Ёчь въ § 67. Мы 
не будемъ останавливаться на разсмотр']&ши геометрическихъ 
инвар1антовъ. Относительно ихъ мы зам'Ьтимъ только, что 
стр'блка суммы равняется суиъА однояменныхъ съ ней стр'Ь- 
локъ слагаемыхъ, что стр^^лка векторнаго произведен1я двухъ 
моторовъ равняется векторному произведешю одноименныхъ 
съ ней стр'Ьлокъ множителей, что ^-стр'Ь.1ка (т^-стр'Ьлка) про- 
изведен1я 50 мотора о на число 8=и^^'^V^^| равняется про- 
изведен1Ю ^-стр'&лки (г-стр'Ёлка) мотора о на число и^ (на 
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число V^). Зли^тлиъ еще, что это последнее свойство стр-Ь- 
локъ влечетъ за собой следующее: если мы им'бемъ дв*]^ экви- 
валентныя системы моторовъ то, изм']&нивъ моторы об'1ихъ 
системъ такъ, чтобы всё ^-стрЬлки умногились на число 1^^, 
а ВСЁ г-стр'^лви на число V^^ то получимъ жв% новыя систе- 
мы, который также будутъ меасду собой эквивалентны. Дока- 
зательство всЪхъ этихъ предложен1й мы предоставляемъ са- 
мому читателю. 

Аналитическхе инвар1анты мы разсмотримъ несколько 
подробн^^е. 

Въ теор1и координат ь, соотв']&тствующихъ комнлекснымь 
единицамъ ^,7;, роль аналогичную съ функщями ^^ш^^ (см. § 73) 
играютъ дв*]^ друпя квадратичныя функщи З1 и З29 представ- 
ЛЯЮЩ1Я собой коэффицтенты при ^ и т; въ развернутомъ вы- 
ражен1и квадрата тензора Н мотора о: 

Д'=3,^^ + 3,г. (164) 

Сравнивая это выражен1е съ 

ш=^,+со^,, (165) 

легко видеть, что функц1и Зх и 3» связаны съ ^^ и ^^ со- 
отношешями 

а=^1+х^„ %=^-у.^,. (166) 

Мы получаемъ для ^1 н З^ различныя выражен1я, смотря по 
тому которую изъ формулъ (81), (82) или (84) для В} мы раз- 
вернемъ. Изъ (81) им'Ьемъ 

3,=зез1+ш© + 36, \ ,,.7^ 

Такъ какъ Ш инвархантъ, то Зх и Зг также представляютъ 
собой инварханты и должны сохранять одинъ и тотъ-же 
геометричесшй смыслъ, каковы бы ни были оси коорди- 
натъ. Но мы знаемЪу что въ томъ случае, когда оси прохо- 
дятъ черезъ одну и ту же точку о Ж,3),ЗД,®,6 суть проэк- 
щи и составляющ1Я по осямъ координатъ стр']^лки ^^ для 
точки о, а ^,Ш{,9},$,0,Ж проэкщи и составляющ1я стр']&лки 
ру] для той же точки и по т^мъ же осямъ. Въ этомъ случа'Ь 
формула (81) даетъ намъ 

€«Р+ЗЙО + ЭД9е=Т»(Оч)=Т^* I ^ ^ 

Поэтому всегда, каковы бы ни были оси, 
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3,=Т^^, а=Т%, (169) 

Н'=Т'1$ + Т%т^. (170) 

Извлекая изъ посд']&дняго равенства квадратный корень, полу- 
чаемъ 

Я=±Т5^-±Т^у?, (171) 

причемъ четыре возможныхъ комбинащи знаковъ дадутъ намъ 
ъсЬ четыре значен1я тензора мотора. 
Итакъ иъЛежъ такую теорему. 

Теорема I. — Тешоръ мотора равняется комплексному 
числу ^ у котораго коэффицгеншами при ^ит) служашъ тен- 
зоры ^- и 71'Стргьлокъ^ представляющге собой инваргантны. 

Сл'Ьдствхе. — Эта теорема позволяетъ намъ по даннымъ 
тензорамъ стр']&локъ определить тензоръ мотора и обратно, 
зная тензоръ мотора, найти тензоры стр'Ьлокъ. Если сравнимъ 
два выражен1я тензора 

то получимъ соотношен]я 

ТЕ=2г+х(?, Тг1=В-у,а, (172) 

изъ которыхъ видно, что тензоръ мотора обращается въ тен- 
зоръ ^-стр']&лки, если сэ зам'^^нимъ черезъ +к, и въ тензоръ 
7;-стр'Ьлки, если о) зам']Ьнимъ черезъ — х. 

Модуль и аргументъ мотора весьма просто выражаются 
черезъ тензоры стр^локъ: 

модуль =1/Т^ , аргументъ=— 1о8(Тб/Тг^) . (173) 

Обозначивъ кодффиц1енты при ^ и т; у комплекснаго 
числа равнаго геометрическому произведешю двухъ моторовъ 
:^ и о^ черезъ ((){)1)5 и (^о^г], изъ сравнешя равенствъ 



РР1 = км(()р^ ) ч- 6)ММ(р()^ ) 
??7=((>?1)5г^-ь(?01)у,7; 

зыводимъ соотношен1я 



(ор1)€=км(р()^4-хмм(()р1), 1 

(Р?1)>3=ВМ(001)— ХММ(()(),), I 



(174) 
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между этими во8ффиц1ентами и относительнымъ комоментомъ 
и моментомъ роторовъ (> и ()1. Для (ор^Е и (()()1)у) мы мо- 
жемъ получить три различныхъ выраженхя, развертывая фор- 
мулы (87), (88), (90). Изъ первой мы им']Ьемъ 

(()о^^=щ^,4-айо,+5»^к,. / ^^^^> 

гд* 311,931,6,,$1,О1,011 суть составляющ1я мотора (^,. Такъ 
какъ фунБщи (рр^Е и (р(>1)г^ представляютъ собой нива- 
р1анты, что видно изъ равенствъ (174), то ихъ геометричесвое 
8начен1е не изм'^^нится, если мы предположимъ, что оси во- 
ординатъ пересеиваются въ одной точв*]^ о. Но вътавомъ слу- 
чае по формул* (87) 

«^,ч-айо,+9г81=9г,р,г„ 

гд']^ (>1ё и р 172 суть стр'Ълви мотора (), для точви о. Сл']&дова- 
тельно и всегда, вавовы бы ни были оси воординатъ 



• ((>?1)6=Р6?1Е, (?р1Ь=рг1$)1г,. (176) 

Отсюда тавая теорема. 

Теорема II. — Еоэффицгенты при ^ит^ въ развернутомъ 
вираженги геомещрическаю произведенья двухъ мошоровъ^ 
предсшавляющге собой ииварганты, равняются соотвгьшсшвен- 
но геомешрическимъ произведенгямъ ихъ ^- и Г1'Стрп>локб^ 
посшроенныхъ для какой нибудь одной и той оюе тючки или 
плоскости при^еденгя. 

Сл-Ьдстихе. — Уголъ между осями одноименныхъ стр-Ь- 
ловъ двухъ моторовъ, построенныхъ для одной и той же 
точви или плосвости приведенхя, не зависитъ отъ положен1я 
посл^днихъ. 

Д']&йствительно геометричесвое произведете ^-стр'&ловъ 
(т^-стр'Ёловъ), построенныхъ для одной и той же точви или 
плосвости приведения, произведенхе, воторое не зависитъ отъ 
положен1Я этихъ посл'Ъднихъ, состоитъ изъ трехъ множи- 
телей: тензоровъ стр^ловъ и косинуса угла между ихъ 
осями. Два изъ этихъ множителей — тензоры стр^ловъ не 
зависятъ отъ положен1я точви или плосвости приведешя, 
следовательно и трет1й множитель — восинусъ уг ха между 
осями одноименныхъ стр'Ьловъ двухъ моторовъ долженъ 
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обладать т'ёмъ же свойствомъ; г]&мъ же свойствомъ долженъ 
обладать и самый уголъ. 

80. Комплексный уголъ въ единицахъ ^,77. — Предполо- 
жимъ, что моторъ о им']&емъ ось а и пусть его элементами 
для точки приведен1я о, находящейся на а, служатъ векторъ 
б и роторъ с. Такъ кавъ по опред'Ьлен1Ю оси, лиша а слу- 
житъ лучомъ для б и осью для с, то 06"]^ стр'блви 

для точки о будутъ им'Ьть а своею осью. Поэтому для вс4хъ 
точекъ и плоскостей приведеи1я оси ^-стрЬлокъ мотора р бу- 
бутъ 7;-параллельны, а оси всЬхъ г-стр*локъ — ^-параллельны 
съ осью а. Если оси а мы припишемъ какое нибудь винто- 
вое направлеше, черезъ В означимъ тензоръ С, черезъ О — 
тензоръ (У, то 

Л=Б -ь 6)(У=(Б + х^)^ -ь (Б- у.(?)7; 

будетъ тензоромъ мотора р, соотв-Ьтствующимъ выбранному 
направлен1Ю а, а 

— тензорами стр'Ьлокъ р;; и рг„ соотвЬтствующими тому же 
направлен1ю а. Величины Т^ и Т^^ по теорем* II § 78 бу- 
дугь также тензорами стр'Ьлокъ мотора ^ для всякой точки 
и плоскости приведен1я, тензорами, отв']&чающими направле- 
Н1ямъ осей одинаковымъ съ направленгемъ а. Итакъ им'1емъ 
такую теорему. 

Теорема I. — Если моторъ имтьешъ ось а, то для вспаъ 
т^^гекъ или плоскостей приведетя оси ^-стргьлокъ {г1'Стрпг 
локъ) мотора о т.-параллельны {^-параллельны) съ осью а, 
причемъ, если Н=В'\'СоО есть тензоръ мотора^ соотвгыпг 
ствующЫ выбранному направ.гетю оси а, то В-^-у.О (В — у.0) 
будетъ тензоромъ ^-стртьлонъ {т-стргьлокь)^ соотвгьтст^вую- 
щимъ одинаковымъ съ а направленгямъ. 

Пусть комплексный уголъ между направлен1ями двухъ 
прямыхъ а и а^ равняется 

Построимъ два мотора о и о^, для которыхъ прямыя а яа^ 
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служили бы осями, и иредполохикъ, что для данныхъ направ- 
лен1й а ж а^ 

суть тензоры оно,. Развертывая формулы (86, 87) мы им^мъ 

Тг,Т1г,сов{в—к^)=Щ ч-аЛО^ч-ЗЙЯ, 

Отсюда видно, что уголъ между направденхями осей ^-стр'блокъ 
^^и^1^ равняется в-^-у.бу а уголъ между направлешями осей 
7}-стр'Ьлокъ Оу1И01У1 равняется в — x^, гд-Ь бы ни находилась 
общая для обоихъ моторовъ (> и о^ точка или плоскость 
приведешя. Но оси ^- и 7?-стр'Ьлокъ, отв'Ьчающхя тензорамъ 
Т^,Т7]/Г:^, и Т) У), одинаково направлены съ осями а и а^, при- 
чемъ первыя дв'6 г-параллельны, а вторыя дв'Ь — ^-параллель- 
ны съ а и а, ; мы им'Ёемъ сл'Ёдовательно такую теорему. 

Теорема II. — Если 

комплексный уголъ между направленгями двухъ прямыосъ а и а^^ 
то уюлг между направленгями двухъ прямищ проведенииосъ 
черезъ одну и ту оюе точку или въ одной и той же пло- 
скости^ ^-параллельныхь (тгпарсилельныхъ) и одинаково на- 
правленныхъ съ а и а^ равняется в-^кб (в — у.6). 

Сл'Ьдств1е. — Мы знаемъ, что 

СОЗд =С08(^ Ч- У,^)^ Ч- С08(5 — У'^Уп 
8тд=8Ш(^ -Ь К(Г)^ -+-^1П(^ — У.6)Т^. 

Мы можемъ поэтому сказать, что коэффищентами при ^ 
(при т;) у тригонометрической функц1и комплекснаго утла 
между направлен1ями двухъ прямыхъ а ж а^ служить та-же 
тригонометрическая функц1я отъ угла между направлен1ями 
двухъ прямыхъ т;- параллельныхъ (^-параллельныхъ), одина- 
ково направленныхъ съ а и о^ и проведенныхъ черезъ одну и 
ту же точку или въ одной плоскости. 

81. Геометричесвое зиачен1е коордииатъ въ систем'Ь 

^ и 77. — Пользуясь доказанными въ предыдущихъ парагра- 
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фахъ теоренани, иы можеиъ теперь раскрыть геометричешй 
смнслъ координатъ 

каково бы ни было относительное расположеше коордияат- 
ныхъ осей. 

Если б* и С суть векторъ и роторъ мотора ^ для точки 
приведешя а, находящейся на оси х, то 

Р5а=е + -(У, Ог2а=е— -(У 

будутъ стрелками мотора о для точки а. Такъ какъ коэффи- 
щенты X т Ь алгебраической проэкщи х=Х-^соЬ мотора 
() на ось X суть алгебраичесшя проэкц1и ротора С и векто- 
ра О", то изъ равенствъ, опред'Ьляющихъ стрелки для точки а, 
видно, что 

Ж=Х+хХ, ^=Х—уХ 

представляютъ собой алгебраичесюя проэкщи ^^а и ^^^ на 
ось X. Проведемъ теперь черезъ какую нибудь точку о^ (въ 
какой нибудь плоскости 0^) лин110 x^^ одинаково направлен- 
ную и 7;-параллельную съ осью х и построимъ для точки о^ 
(плоскости 0^) ^-стр-Ьлку ^р. Такъ какъ ось р^ т^-параллель- 
на и одинаково направлена съ осью 01а^ то уголъ между 
осями р5 и Х-Г1 будетъ равняться углу между р?д и х\ такъ 
какъ кром* того тензоры р=а и р^ потеорем* П§ 78 равны, 
то проэкц1Я р на ось ОЬ) будетъ равняться проэкц1и р^а на 
ось X и следовательно будетъ равняться координат*]^ 

г=х+хх 

мотора р. Подобнымъ же образомъ мы легко покажемъ, что 
дв-Ь друг1Я координаты 3) и 3 представляютъ собой проэкц1н 
ротора р5 на оси уу^ и ^т) проведенныя черезъ о^ (въ пло- 
скости 0^) 77'Параллельныя и одинаково направленныя со- 
ответственно съ осями у и ^. Чтобы раскрыть геометричесый 
смыслъ величинъ Щ,Ш,б развернемъ формулы (76); мы по- 
лучимъ 

2=91 +аЗ(V, + XV,) +6(я,+>иг,), 

©=31(7, + XV,,) + Ш -ь 6(Л, 4- х>^ ,,), (177) 

3=9Г(/г, + хя,) +дЗ(\ + х\,)+6. 



I 
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Коэффищенты )^, ч- хА^^, /г, -ь у,и^^, у^ н- х'^^^ на основанзи 
сл'Ьдств1я изъ теоремы III предыдущаго параграфа представ- 

ЛЯЮТЪ собой косинусы уГЛОВЪ между осями Уг1 и 0^^^ гг1 и 0^/], 

я?у] и 1/г^, а потому изъ уравнен1й (177) слЬдуетъ, что 91,93,6 

суть С0СТаВЛЯЮЩ1Я ротора ()Р по ОСЯМЪ Я?у;,ууз,^г]. 

Разсуждая подобнымъ же образомъ, легко обнаружимъ, 
что ^,2Л,5Й,5Р,С,31 суть проэкщи и составляюаця стрелки От^ 
построенной для какой пибудь точки о, (плоскости 0^), кото- 
рая можетъ совпадать или не совпадать съ точкой о, (пло- 
скостью 0^, по тремъ осяыъ Х1^гл,г1^ проведеннымъ черезъ 
точку ©2 (въ плоскости 0^) ^-парадлельнымъ и одинаково на- 
правленнымъ съ осями х^у^г. 

Комплексныя числа х^у^г^аф^с обращаются въ координа- 
ты Х.З),ЗД>33)6> если мы зам-Ьнимъ въ нихъ (о черезъ +х, 
и въ координаты ^,5ГО,91,5Р,С,01, когда зам-Ьпимъ въ нихъ со 
черезъ — X. Дал4е, въ § 79 мы показали, что заменяя въ тен- 
зор'Ь мотора (О черезъ -ьх, мыполучаемъ тепзоръ ^^-стр-Ьлки, 
заменяя же о черезъ— х, мы получаемъ теизоръ г-стр'Ьлки. 
Замечая, наконецъ, что комплексный уголъ вл-со^ между 
двумя данными прямыми обращается въ уголъ между двумя 
прямыми, проведенными черезъ одну и ту же точку или въ 
одной и той же плоскости г -параллельным и съ данными, 
когда со зам'Ьнимъ черезъ + х, и ^-параллельными съ данными, 
когда со зам'бнимъ черезъ — х, мыможемъ правило параграфа 
77 формулировать такимъ образомъ. 

Для того, чтобы изъ какой нибудь неразвернутой форму- 
лы получить формулы развернутыя, надо одинъ разъ заме- 
нить тепзоръ, проэкц1и и составляющ1я мотора по осяыъ ко- 
ординатъ тензоромъ, про9кц]Ями и составляющими ^-стрЬлки, 
построенной для какой нибудь точки или плоскости по осямъ, 
проведеннымъ черезъ эту точку или въ этой плоскости и 
7;-параллельнымъ съ координатными осями, и комплексный 
уголъ между двумя прямыми — угломъ между двумя прямыми, 
проведенными черезъ одну и ту же точку или въ одной и 
той же плоскости т;- параллельными и одинаково направлен- 
ными съ данными, а въ другой разъ надо зам']&нить тепзоръ, 
проэкц1и и состав ля ЮЩ1Я мотора по осямъ координатъ тензо- 
ромъ, проэкц1ями и составляющими >;-стр'Ёлки построенной 
для какой нибудь точки или плоскости по осямъ, проведен- 
нымъ черезъ ту же точку или въ той же плоскости |-парал- 
лельными съ осями координатъ, и комплексный уголъ между 
двумя прямыми — угломъ между двумя прямыми, проведенными 
черезъ одну и ту же точку или въ одной плоскости, ^-парал- 
лельными и одинаково направленными съ данными. 

18 
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82. Ус)10в1е относительно осей ноордииатъ. — Выборъво- 
ординатныхъ осей х^у^г долженъ быть ограннченъ условхемъ, 
чтобы определитель Л не былъ равенъ БомплоБноиу числу, 
изображаемому точкой какой нибудь изъ инвар1антныхъ пря- 
мыхъ ЛИН1Й (§ 63). Разсмотримъ какой геометрическ1й смыслъ 
им']&етъ это услов1е относительно А. Развертывая определи- 
тель Л, мы имеемъ 

А=А1^-ьДа>7 
гд-Ь 



^1 = 



А,= 





1 , 

+ ХУ,„ 


1 , 


/1, + \и„ 
А, +хА„ 

1 




1 , 




и, — у. и,, 

А, — X А „ 
1 



(178) 



(179) 



Точка Л будетъ лежать на инвар!антнов пряной 1,1,, есл 
Л будетъ пропорщонально числу ^, и следовательно Л, бу- 
детъ равняться нулю; точка А будетъ лежать на инвар!ант- 
вой пряной 7,2,, если Л будетъ пропорщонально числу г.,и 
следовательно Л, будетъ равняться нулю; наконецъ Л будетъ 
лежать на горизонте только при условз'и, что одинъ или оба 
определителя Л^ и А, равны безконечности. Итакъ для того, 
чтобы оси х,у^ ногли служить коордннатныни осяни, необхо- 
дино и достаточно, чтобы определители Л, и А, не были 
равны ни нулю, ни безконечности. Занечая, что 



где 
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(180) 



ото услов1е можно выразить въ другой форм*!: 



О, Ао=4=оо. 



Мы знаемЪу что '^^ + уО\^^у 1х^'\-у.^^^^ ^< + >^^// суть углы 
между прямыми а!^,у>2)'^>2 проведенными черезъ одну и ту же 
о, или въ одной и той же плоскости 0^ , т^-параллельными и 
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одинаково направленными съ осями воординатъ. Поэтому Л^ 
будетъ равняться нулю только при томъ услов1и, что оси 
^^Ут.^Вг^ лежать ыА въ одной плоскости, если он*! проведены 
черезъ точку Ор и проходятъ черезъ одну точку, если он4 
лежать въ плоскости 0^ . Опред'Ьлитель Л^ можетъ сд'^Ьлаться 
бевконечно большимъ только тогда, когда одно изъ чиселъ 
А^ + уСК^^^ и^ -+- у.и^^^ ^^ -4- у^Ф^^ обращастся въ безковечность, 
что въ свою очередь возможно только въ томъ случа'%, когда 
по крайней ъЛр^ одна изъ осей Хг^^ущг-г1^ а сл']&довательно и 
одна изъ осей х^у^^ им'^егъ абсолютное направлеше. Разби- 
рая подобнымъ же образомъ случаи, когда Л^ равняется ну- 
лю или безконечности, мы придемъ къ такому заключешю. 

Для того, чтобы три прямыя х^у^:: могли быть приняты 
^а координатныя оси, необходимо и достаточно соблюдете 
сл-Ьдующихъ трехъ условхй. 

1. прямыя х^у^и не должны касаться абсолюта. 

2. три прямыя, проведенныя черезъ какую нибудь точку 
(въ какой нибудь плоскости) и ^-параллельныя съ прямыми 
х^у^г^ не должны лежать въ одной плоскости (проходить че- 
резъ одну точку). 

3. три прямыя, проведенныя черезъ какую нибудь точку 
(въ какой нибудь плоскости) 7;-параллельныя съ прямыми 
07,2/,^, не должны лежать въ одной плоскости (проходить че- 
резъ одну точку). 
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Глава IV. 



83. Нласс1фикац1я яоторовъ. — Теор1я вомплексныхъ к 
простыхъ Еоординатъ, развитая нами въ предыдущей глав^, 
даетъ намъ возможность приступить къ изсл'Ьдован1ю свойствъ 
мотора, 9Т0Г0 обобщеннаго и вм^ст']^ съ т^мъ основного эле- 
мента теор1и векторовъ, а именно позволяетъ намъ обратиться 
къ р'Ьшен1ю вопросовъ: всяБ1й ли моторъ им^етъ ось, вакииъ 
образомъ для даннаго мотора можно построить его оси, вакъ 
изменяются элементы мотора съ перем'бной положешя точки 
или плоскости приведен1я и т. п. Чтобы облегчить эти изсл1- 
дован1я, мы распред'Ьлимъ всю совокупность моторовъ на не- 
сколько классовъ и типовъ. Основашемъ для такого разд'Ьле- 
шя послужитъ для насъ выражен1е тензора мотора, тензора^ 
который, какъ мы знаемъ, опред'бляется квадратнымъ ур. 

гд*]^ х^у,0^а^Ь,с суть продкц1и и составляющ1я мотора ^ по 
координатнымъ осямъ, а З1 и ^2 <^У^ь инвар1анты равные 
квадратамъ тензоровъ стрёлокъ мотора: 

Это ур. им^отъ четыре корня, которые всЬ могутъ быть вы- 
ражены одной формулой 

Я=±Те|±Т^7;. (1) 

Къ первому классу мы отнесемъ вс4 т4 моторы, укото- 
рыхт. тензоры стр'^^локъ отличны отъ нуля. Моторъ перваго 
класса им^етъ четыре различныхъ тензора; ихъ мы получнмъ 
по формул * (1), если будемъ различнымъ образомъ комбини- 
ровать знаки плюсъ и минусъ. 
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Ко второму мы причисдимъ гЬ моторы, у которыхъ одна 
И8ъ стр'Ьлокъ им'Ьетъ тензоръ равный нулю. Моторъ второго 
класса им'Ьетъ только два различающихся знакомъ тензора, 
которые оба пропорщональны числу ^: 

если равняется нулю тензоръ т^-стрЪлки, и оба пропорщо- 
нальны числу т;: 

• 

€сли равняется нулю тензоръ ^-стр^Ьлки. Мы можемъ усло- 
виться говорить, что моторъ второго класса им^^етъ также 
четыре тензора, но два изъ нихъ равны двумъ другимъ. 

Мы знаемъ, что существуетъ два р']^дко различаюпцпсся 
случая, когда тензоръ стр'Ьлки равняется нулю: въ одномъ — 
сама стрелка для всЪхъ точекъ и плоскостей приведешя рав- 
няется нулю, въ другомъ — стр'блка для вс^Ьхъ точекъ и пло- 
скостей приведен1е им'1етъ абсолютное направленхе. Поэтому 
моторы второго класса мы можемъ подразд'Ьлить въ свою 
очередь на два типа. 

1. Моторы, у которыхъ одна изъ стр'1локъ имЪетъ абсо- 
лютное направлен1е. 

2. Моторы, у которыхъ одна изъ стр'1локъ равняется 
нулю. 

Къ третьему классу мы отнесемъ вс^^ моторы, для кото- 
рыхъ равняется нулю тензоры об'Ьихъ стр'Ьлокъ. Вс^ моторы 
этого класса им'бютъ четыре равныхъ нулю тензора. 

Моторы третьяго класса мы можемъ въ свою очередь 
на основаши теоремы I § 78 раз д'6 лить на три типа. 

1. Моторы, у которыхъ 06*6 стр^Ьлки им^Ьютъ абсолютное 
направлеше. 

2. Моторы, у которыхъ одна стр']&лка им'Ьетъ абсолют- 
ное направлеше, а другая равняется нулю. 

3. Моторы, у которыхъ об% стр']&лки равняются нулю. 

84. ПостроеиЁе осей мотора. — ^Прежде ч^жь мы перей- 
демъ къ изсл'Ьдоватю свойствъ моторовъ каждаго класса и 
типа отд']^льно, мы раскроемъ н'Ькоторыя общ1я вс^мъ мото- 
рамъ свойства. Покажемъ сначала, какимъ образомъ для дан- 
наго мотора построить его оси и определить соотв'Ьтствуюпце 
имъ тензоры. Мы дадимъ два способа решать эту задачу; 
одннъ основанный на свойствахъ стр^локъ мотора, другой на 
решети и изсл^доваши ур. (80) § 64. 
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Покажемъ въ ченъ заключается первый способъ. 

Предположимъ, что для н'1воторой точки (плоскости) 
11риведен1я с лишя у служить осью ^- стрелки, а для некото- 
рой точки (плоскости) прибеден1Я Ъ лин1я /в — осью т^-стр^лки 
мотора ^. Припишемъ лин1ями ^3 ж у как1я нибудь направ- 
лен1я и означимъ черезъ Т^ и Тт) тензоры стр-блонъ, соотв^т- 
ствующ1я этимъ направлен1ямъ. Если лин1я а 7;-параллельна 
съ ^ и ^-параллельна съ /?, то по теорен^ П § 78 стрел- 
ки ^^ я р-г^у построенныя для точки приведен1я о, находящей- 
ся на ЛИН1И а, будутъ им^Ъть а своею осью; лишя а будеть 
служить поэтому осью для ротора 



е=4(р6+Рг)) 



2 
(О 



(2> 



и лучомъ для вектора (У= — (0| — рп), I 

представляющихъ собой элементы мотора () для точки приве- 
ден1я о: лин1я а будетъ осью мотора р. Припишемъ линш а 
какое нибудь направленхе. Если оно одинаково съ направлен 
шями /? и у, то Т(рб) иТ(Оу^), ему соотв4тствующ1е, будутъ 
равны Т^ и Тт], и мы изъ равенствъ (2) получимъ 

2г=т(С)=1(Тб +т,), (у=т(б)=^(Т|-т, ) 

и зат^мъ Я=^г^-сэв=ТБ^^-ТV117 

— тензоръ мотора, соотв']&тствующ1й направлен1ю а. Если же 
направлеше а будетъ противоположно съ направлешями Д 
и у^ то 

Т(()б)=-Тб,Т(о,)=-Т,, 
и мы изъ равенствъ (2) будемъ вжЬтъ 

^г=-^(Те^-т,), в=~^(Т|-т,) 

н 8ат4мъ Л= — Тб? — Тг,г:. 

Подобнымъ же обравомъ убедимся, что 
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когда направлен1е а одинаково съ /9 и различно съ у и 

л=Тб^--т,7:, 

когда направлешеа одинаково съ у и различно съ/?. Итакъ, 
принимая во вниман1е теорему I § 80, мы им-Ьемъ следующую. 

Теорема I. — ^Длл того, чтобы лингя а была осью мотора^ 
необходимо и достаточно^ чтобы она была ^-параллельна сь 
осью Тгстргьлки и т^параллельна съ осью ^-стргьлки мотхура, 
построенныхь для одной и той же или для различныхъ то- 
чет или плоскостей приведетя. Если Т^ и Т^ суть тензоры 
стргьлокг, то 

я==ьте^±т^77 

будетъ тензоромъ мотора для выбраннаго направленгя а, 
причемъ еъ первомъ {во второмъ) членть надо взять знакъ 
плюсЪу когда направленге а одинаково съ направленгемъ оси 
^'Стргьлки {тгстргыгки) и знакъ минуса въ противномъ случать. 

Такимъ образомъ, если намъ известны оси /? ту стр*- 
локъ мотора для одной и той же или для различныхъ точекъ 
или плоскостей приведешя, то задача разыскашя осей мотора 
сводится къ построен1ю прямыхъ ^-параллельныхъ съ данной 
прямой /? и >/-параллельныхъ съ данной прямой у, т. е. къ 
задач*, которая нами была решена и изсл-Ьдована въ § 55^. 

Перейдемъ къ излож^рхю второго способа. 
Мы вывели въ § 64 сл4дующ1я формулы 



а:=-ЕГсо8^1,у=Лсо8дз, л=Лсо8дз> 



} (3) 



гдЬ Н означаетъ тензоръ мотора, 

^1=^I^-с^^,, 0,=в^-\-а)^,, ^^=^8+^4^ 

комплексные углы между направленхемъ оси мотора, соответ- 
ствующей тензору Д и координатными осями, х^у^г^а^^с про- 
ЭКЦ1И и составляющ1я мотора поосямъ координатъ. Эти фор- 
мулы могутъ служить для вычисления координатъ мотора, 
когда ось мотора и соотв-Ьтствующхй ей тензоръ даны. Но 
он* могутъ служить и для р4шен1я обратной задачи: по дан- 
нымъ координатамъ мотора найти его тензоры и построить 
соотв4тствующ1я имъ оси. Действительно, если мы опред4- 




— 280 — 

лимъ л, 19^,^2 ?^з такъ, чтобы, во-первыхъ, они удовлетво- 
ряли ур. (3) и, во-вторыхъ, такъ, чтобы существовала прямая 
ЛИН1Я а, образующая съ координатными осями комплексные 
углы ^91,^35^8? ^^ ^ будетъ осью даннаго мотора р{х,у,^) и 
Д тензоромъ его, соотв-Ьтствующимх этой оси, ибо моторъ 
съ тензоромъ Н и осью а въ силу того, что ^,^^,^2,^3 
удовлетворяютъ ур. (3), будетъ им'Ьть проэкц1Ями числа ж,у,^г 
и следовательно (ел. III теор. III § 63) будетъ равняться 
данному мотору о. Итакъ им^емъ теорему. 

Теорема П. — Для того, чтобы лингя а, иаправленге ко* 
торой съ осями координатг образуешь комплексные углы 
'^1>®2>^з? была осью и число Н было тензоромъ мотора^ 
соошвгьтствующимъ направленгю а, необходимо и достаточно^ 
чтобы Я,д^,&2,дз удовлетворяли ур. (3). 

На основан1и этой теоремы разыскан1е осей и соотв^т- 
ствующихъ имъ тензоровъ мотора сводится къ решен1Ю двухъ 
задачъ: во-цервыхъ, найти вс4 значен1я ^Г,^9^,^д,^з^ удовле- 
творяющ1я ур. (3), и, во-вторыхъ, построить, если это возможно, 
прямыя, направлен1я которыхъ съ координатными осями обра- 
зуютъ уг.1ы д^,5„дз- Первая задача — ^р-Ьшенхе ур. (3) отно- 
сительно 5,^1,^2,^3 — не представляетъ затруднен1й. Р-Ьшеше 
второй, бол'1е трудной, задачи мы можемъ облегчить, выбирая 
надлежащимъ образомъ оси координатъ. 

Действительно, возьмемъ точку о приведеи1я мотора за 
начало координатъ, оси х я у проведемъ въ плоскости при- 
веден1я О и ось ^ черезъ точку о перпендикулярно къ пло- 
скости О (или въ плоскости о перпендикулярно къ точк* о); 
тогда -г=0, и ур. (3) примутъ видъ 

Х=ПС0^&^У |/=Лс08д,, 0=СО8|9з, (4) 

Н^=ах + Ъу. (5) 

Будемъ искать оси, которыя перес^каютъ ось ^ подъ пря- 
мымъ угломъ. Пусть а такая ось и Л, соответствующ1й ей 
теизоръ. Комплексные углы ^1,^2)^8? которые а образуетъ 
съ осями а;,1/,-зг, на основанхи доказанной теоремы, будутъ удов- 
летворять ур. (4) и (5). Такъ какъ прямыя а,а;,!у им'Ьютъ оГид1й 
перпендикуляръ ^, то по свойству сложимости 9^-^^^=:^)^ и 

С08Э,=С08дОС08д1 -Ь8Ш9?81Пд1, (6) 

гд-Ь д) комплексный уголъ между осями х т у. Уголъ ^^ 
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дудеть удовлетворять сл'бдовательно двумъ ур. 

^008^1=0?, Д8шд^=(у — ЖСО890) : зшу). (7) 

Обратно, предположивъ, что мы нашли уголъ ^,, удовлетво- 
ряющ1й ур. (5) и (7), построимъ прямую а, которая перес*!- 
ваетъ ось г подъ прямымъ угломъ и образуетъ съ осью х 
комплексный уголъ 9^. Означивъ комплексный уголъ между 
у я а черевъ 9^, мы им^емъ ^^+д^=&^ и загЬмъ изъ 
ур. (7). пользуясь (6), получаемъ первыя два изъ (4). Такъ 
какъ по постро€Н1Ю уголъ ^3 , который а образуетъ съ 
осью ^, прямой, то ^^,^2,^3 ^УДУРЬ удовлетворять вс*мъ 
ур. (4) и (5): а на основан1и теоремы II будетъ осью мотора, 
<5оотв'Ьтствующею тензору Д. 

Итакъ опред%лен1е осей, перес^кающихъ ось подъ 
прямымъ угломъ сводится къ р-Ьшенаю ур. (7) и (5). Эти ур. 
совместны, ибо при нашемъ выбор'Ь координатныхъ осей, 
мы им'Ьемъ 

Х=СО8(у^)=0, /г = С08(^Д;)=0, 7=СО8(Ж?/)=СО890, 

формула для тензора мотора (84 § 64) даетъ намъ 

и, возвышая ур. (7) въ квадратъ и складывая, мы получимъ 

С08*&1Ч-8Ш^д1 = 1. 

Ур. (7) опред^ляютъ ^^ до пер10Д0Въ 2л'^ ш^яг! (§ 58^) и 
следовательно, если ^^^ одинъ изъ корней этихъ уравненШ, 
то ВСЁ друг1е мы мохемъ представить формулой 

^^ = д, о 4- 2ш7Г^ + 2|г л-т;, (8) 

гд% шип цЪлыя числа. Но дв^ прямыя, пересЬкаюпця 
ось ^ подъ прямымъ угломъ, и8ъ которыхъ одна образуетъ 
съ осью X уголъ ^109 * другая уголъ (8), совпадаютъ и им^Ьють 
одинаковое направлен1е, каковы бы ни были числа ш ш п. 
Такимъ образомъ каждому значан1ю тензора будетъ соотв'Ьт- 
ствовать вообще говоря одна и только одна ось мотора. 

Займемся р'Ьшен1емъ ур. (5) п (7), причемъ для про- 
стоты предположимъ, что уголъ (р между осями х л у пря- 
мой. Эти ур. тогда примутъ видъ 

Лсо^9^=Ху Н^тд^=у^ (9) 

Н^=х^-ьу\ (10) 
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Означая черезъ Н=В+ав какое нибудь нзъ 8начен1й тен- 
зора, иаъ ур. (9) получимъ 



С08Х(У, С08^1 = 



ХВ—х'Ю 
д»_х»в» ' X 

М^—х'О' ' X 



- 8\п^^^^ 81П51= 



, - 8тк(5\со8^1= 



хо—ьп 



Е^—х'а 



»/^а > 



если развернеиъ ихъ въ системе (^ >(**), и 



С08(в^+Хб^=^^, С08(^, 



Ч)= 



8т(^1 + х(^*1)= 



Т+хМ . ,. 



Е—хО' 
Е- 



А ч Г— хЛ/ Г 



(11) 



(12) 



если развернеиъ ихъ въ системе (^з^;)- Изъ этвхъ формулъ 
внводимъ еще сл%дующ1я: 



*ап§^, = 



ЖЕ— ТО Ха—1Е 



ХЕ—хЧа УЕ—х'М& ' 

ГЕ—х'Ма ХО — ЬЕ 

хЕ—х'ьа мЕ—та^ 

У-^-хМ . ,« л. Г—хМ 



(13) 
(14) 



Х+хЬ 



Х—хЬ 



-Ьлпё2к6^=2 



хм-ть 



«ап82^1=2 



ХГ—х^1М 



, (15) 
(16) 

(17) 



Мы дадинъ въ § 190 нриложеше второго способа, пре- 
доставляя читателю самому уб'^Бдиться, что во вс^хъ случаяхъ, 
которые мы будемъ разсматривать ниже, онъ даетъ намъ "Л 
же результаты, что первый способъ. 

85. 11зм'Ьнеи1е элементовъ ■отора.— Судить от^хъ изм%- 
нешяхъ, которыя претерп'бваютъ элементы мотора, когда точка 
или плоскость приведен1Я перемещаются, позволяютъ намъ 
формулы преобразовашя координатъ (§ 66). Эти формулы мы 
можемъ развернуть или въ системе Оч<^\ в-^и в'ь системе 
(1,77). Мы получимъ такимъ образомъ дв^ группы формулъ^ 
которыя могутъ быть для насъ одинаково полезны. Первая 
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(формулы 126 § 72) даетъ намъ непосредственно изм']Бнен1Я^ 
ротора и вектора мотора. Вторая (формулы 161 § 78), вавъ 
было показано въ § 78, характерна уетъ изм'1нен1я стр']&локъ 
мотора и можетъ быть выражена теоремой II этого параграфа» 
Но по нимъ мы можемъ судить и объ изм'1нен1яхъ элемен* 
товъ мотора, если припомнимъ соотношешя 



I (О 



(18) 



которыя связываютъ роторъ С, векторъ б и стрелки р^ и ^1) 
мотора о, построенныя для одной и той же точки или пло- 
скости приведен1я. 

Итакъ формулы преобразован1я координатъ даютъ намъ 
два метода изстЬдовать свойства мотора. Въ сл'Ьдующемъ 
параграф*! мы дадимъ приложен1е перваго метода, основан- 
наго наформулахъ (126) § 72, въ § 87 познакомимся со вто- 
рымъ, основаннымъ па свойствахъ стрЪлокъ. 

86. Общ1е законы и8Я'Ьнен1я элементовъ мотора. — Допу- 
стимъ, что моторъ о им']§етъ дв'б взаимно полярныя оси а и а'. 
Проведемъ черезъ точку о^ оси а лин1Ю г, пересекающую а' 
и сл'Ёдовательно перпендикулярную къ а и а\ и припишемъ 
ей какое нибудь направлен1е. Чтобы изслЪдовать, какъ будутъ 
изм'1няться элементы мотора, когда точка приведен1я о будетъ 
перемещаться по лин1и ^, примемъ точки о и о^ за начала 
двухъ прямоугольныхъ координатныхъ системъ Хуу^г и д;',1/',-8?'. 
Оси г я в- этихъ системъ совместимъ и направимъ одина- 
ково съ лин1ей г. Ось а примемъ за ось х\ а прямую, про- 
ходящую черезъ о и лежащую въ плоскости а и ^, за ось х. 
Осямъ а/,у,;?' мы припишемъ так1я направлен1я, чтобы уголъ 
между направлен1ями х и х\ соответствуюпцй перпендику- 
ляру ^, былъ равенъ нулю, а углы между х т у^ х* е у^ отно- 
сительно направлен1я ^ равнялись бы л'/2. При такомъ вы- 
боре координатныхъ осей мы будемъ им^ть 

^^=С08(б>сУ), т^=со8(л"/2 4-а)сУ), л^=0, 
х'=В+сов, у'=0, ^'=0, 

гд4 6 разстоян1е между о^ я о^ а В+соО тензоръ мотора,.. 
соответствующ1й направлен1Ю а, и формулы преобразова- 
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шя (106) § 66 обратятся въ сл4ду10Щ1я 

Отсюда, припоминая, что 

х=Х'^(оЦ у=Т-\-соМ^ г^=2'\-соN^ 

ПОЛуЧИМЪ Х= ^ВС08КСУ, Ь= (тС08К(У, 

У= — уЛ^ту.6^ Ж^= — (^В/к)8^пx(^^. 



; } '"' 



Эти весьма простыя формулы даютъ намъ возможность изсл*!- 
довать, вавъ изм'^няются элементы мотора съ перем'^&ной поло- 
жен1я точки или плоскости приведсшя. 

Мы знаемъ, что величины X, !Г,2^,1у,М,^ представляютъ 
собой про8КЦ1и элементовъ С и (Т мотора ^ для точки о на 
оси х,у^е: первыя три— проэкщи ротора С, а три остальныя — 
проэкщи вектора б. И»ъ посл']^двихъ двухъ равенствъ сл%- 
дуетъ поэтому, что ось С и лучъ б лежатъ въ плоскости а:оу 
перпендикулярной къ г: плоскость хоу служить плоскостью 
приведен1я мотора, и мы им'Ьемъ такимъ образомъ теорему. 

Теорема I. — Если точка приведетя перемгьщается по 
прямой перпендикулярное къ оси мотора^ то плоскость приг 
веденья остается къ этой прямой перпендикулярной. 

Чтобы им'Ьть возможность проще выразить законъ, кото- 
рый связываетъ тензоры С и (^ и направлен1я оси С и луча б 
въ плоскости хоуу построимъ вспомогательный роторъ Р, у 
котораго ось проходитъ черезъ точку о и лежитъ въ плоско- 
сти хоу^ а проэкц1и Р и ^ на оси х я у опред-бляются ра- 
венствами 

Р=— Х-М=-В81ПХ(У, ^=КХ=Х(?С08К(Г. (20) 

Тензоръ ротора Р связанъ съ тензоромъ б соотношешемъ 

Т(Р)=хТ(а'); 

ось его перпендикулярна къ лучу б. Роторъ Р т'Ёсно свя- 
занъ съ рогоромъ С' иолярнымъ съ б: 

Т(Р)=Т(С'), 

а ось Р съ осью С лежатъ въ одной плоскости. Очевидно, 
что мы съум']&емъ построить векторъ б*, если намъ будетъ даяъ 
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I 

роторъ Р, а потому, чтобы раскрыть завонъ, о Еоторомъ сей- 
часъ была р^чь, достаточно раскрыть зависимость между 
тензорами роторовъ Р и С и направлешями ихъ осей въ 
плоскости хоу. Сделать это нетрудно. Уравнен1я (19) и (20) 
даютъ намъ 

Е^ х^0^~^' 

Представивъ себ']^ на Эвклидовой плоскости коническое сбче- 
Н1е съ полуосями 22 и х6^: 

а! у' -1 

Е''^х'а^~ ' 

« 

гдЪ Хуу прямоугольныя Декартовы координаты, каковое назо- 
вемъ направляющей кривой даннаго мотора, изъ разсмотр'6- 
шя ур. (21) выводимъ такую теорему. 

Теорема П. — Тензоры роторовъ С и ? и направленгя 
осей ихъ связаны между собой такъ^ какъ связаны длины и 
направленгя двухъ сопряженныхъ полудгамешровъ направляю- 
щей кривой. 

Сл'Ьдств1е I. — Величины 

гд-Ь Е! и & суть тензоры ротора С и вектора (У, а у^ уголъ 
между лучомъ б и осью С, не изм']^няются съ перем'^&ной 
положешя точки приведен1я, ибо Е! и х6^' суть длины двухъ 
сопряженныхъ полуд1аметровъ направляющей кривой, уго.-ъ 
между которыми равняется гг/2 — ^ (ср. сл4дств1е теор. § 7 о;. 
Сл'Ьдствхе II. — Оси роторовъ С и Р, опредъля-дСь направ- 
лешями сопряженныхъ д]аметровъ направляющей кривой, 
образуютъ въ плоскости хоу инволюц1ю. Обозначая черезъ х 
уголъ, который двойной лучъ ИНВ0ЛЮЦ1И (ассимптота къ на* 
нравляющей кривой) составляетъ съ осью х^ мы 1ш^еиъ для 
него формулу 

1;ап§х=— ^'>'-6^/Д 

сравнивая которую съ формулой для аргумента Л мотора 
(§ 52), мы видимъ теперь какой геометрическ1й смыслъ 
им'Ьетъ аргументъ: 

иА=±х- 
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Бъ парабол ическомъ пространств']^ паправляющая кривая обра- 
щается въ прямую у^=0 и ИНВ0Л10Ц1Я становится параболи- 
ческой. Когда величины В и О действительны, то въ эллип- 
тическомъ пространств!! направляющая кривая будетъ эллип- 
сомъ и ИНВ0ЛЮЦ1Я эллиптической , а въ гиперболическомъ 
пространств']^ направляющая кривая будетъ гиперболой и инво- 
ЛЮЦ1Я гиперболической, 

Сл'Ьдств1е III. — Если В=±:у.О то направляющая кри- 
вая будетъ кругомъ. Такъ какъ у круга всЬ Д1аметры равны и 
•сопряженные Д1аметры взаимно перпендикулярны , то тен- 
зоры (^,0 и Р будутъ оставаться постоянными и лучъ б бу- 
детъ совпадать съ осью С, тж'Ь бы ни находилась точка при- 
веден1я. Такимъ образомъ черезъ каждую точку пространства 
будетъ проходить ось мотора, и моторъ будетъ им4ть сх>* 
осей. Мы предоставляемъ читателю самому убедиться, по- 
мощью формулъ (19), что ис^^ оси ^-параллельны , когда 
22= — х(?, и >;-параллельны, когда В^=^у.О (ср. § 88). 

Означая черезъ \р уголъ между осью х и лучомъ б, мы 
опред']&лимъ направлеше луча б въ плоскости хоу формулой 

которая можетъ быть представлена въ вид*]^ 

*апд|/;=— I Т(о,о), (22) 

если примемъ во внимаше, что 

Т(о^о)=-1апдх($'. 

Эта формула вм'Ьстб съ теоремой второй даетъ возможность 
построить элементы мотора для точки приведен1я о, ибо зная 
уголъ яр и положеше луча бу мы легко построимъ ось Р пер- 
.пендикулярную къ лучу б*, а по направлешю оси Р найдемъ, 
пользуясь теоремой, направденхе оси С и тензоры С,Ру а так- 
же и вектора б. 

Заставимъ точку о перем']&щаться по лиши г. Когда она 
совпадае1ъ съ пересЬченхемъ г съ абсолютомъ, то Т(о^о)=е7х, 
и формула (22) даетъ для %р значеше 
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Такимъ образомъ, когда точка о приходитъ въ безконечно уда- 
ленную точку динш 6^ лучъ б становится пернендикулярныиъ 
къ двойному лучу инволющи, а оси С и Р совпадаютъ съ 
этимъ посдЬднимъ и образуютъ съ осью X уголъ х=— ^^-^5 
гд* Л аргументъ мотора. 

Если ось а и лин1я г д'Ьйствительны, причемъ посл'Ьд- 
няя въ случа*! пространства Лобачевскаго реальна, то Т(о^о) 
будетъ величиной действительной и будетъ возрастать отъ 
О до-ьоо, когда точка о, выйдя изъ о^, будетъ перемещаться 
по г все въ одну и ту же сторону пока не придетъ на ось а\ 
полярную съ а. Въто же время, какъ видно изъ формулы (22), 
уголъ 1/; будетъ изменяться отъ О до— я'/2, если Д/(т>0 и 
отъ О до л'/2, если Б/(?<0. Припомнивъ, какъ мы выбрали 
направлен1е оси у^ мы им^емъ следовательно теорему. 

Теорема 111. — Сь удалетемъ точки приведенгя ошь оси 
мотора по дгьйстмипельной и реальной въ случать простран- 
ства Лобачевскаго прямой, перпендикулярной къ оси мотора, 
лучь вектора вращается въ плоскости приведенгя по иаправ- 
лент стргьАки часовъ {для глаза помгьгценнаго на оси мотора), 
если параметра мотюра полоо/сителенъ, и въ обратномъ ног 
правленгщ если онъ отрицат^еленъ. Безконечно удаленной точкгь 
соотвгьтствуютъ ассимптх>ты направляющей кривой, 

Предыдущ1я теоремы, которыя выражаютъ собой законы 
изменен1й элементовъ мотора, мы можемъ представить въ 
другой форм*. 

Съ этою ц^лью построимъ две взаимно полярныя пря- 
мыя г и в\ пересекающ1я оси ала' мотора (чертежъ 15). 
Возьмемъ где нибудь на линш'г точку о и означимъ черезъ 
Лй^А^^а точки пересечен1я а,а',г и г'. Пусть элементы мо- 
тора о 

для точки о суть С и (Г, 

для точки 0^ суть С^=о^о^с^с^ и б^=о^с^, 

для точки 0^ суть С^=^о^о^с^с^ и б^=о^с^. 

Мы знаемъ, что 

б=ш^{(Г,) +мм^(С1), &=жи^{б,)+ш^{С,). 

Мы знаемъ кроме того, что лучи ^^^{(У^), мм^(С^) и оси 
мм^((Г^) и км^(С) все перпендикулярны къ линш г (§ 34). 
Изъ последнихъ равенствъ следуетъ поэтому, что лин1я г 
будетъ перпендикулярна къ лучу (У и къ оси С, следовательно 
и къ плоскости приведешя, соответствующей точке о. Эта 
плоскость пройдетъ черезъ линш г' и будетъ вращаться 
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воврутъ г', когда точка о будетъ перемещаться по г. Ми 
доказали такимъ образомъ снова теорему I, которую можемъ^ 
формулировать иначе: 

Теорема IV. 



Если точка приведенгя пере- 
мпщ(шпся по прямой^ пересекаю- 
щей деть взаимно полярныя оси 
мо7пора, то плоскость приведе- 
ны врагцается вокругъ прямой 
полярной съ первой. 



Если плоскость приведенгя ера-- 
икается вокругъ прямой, переел- 
кающей двп» взаимно полярныя 
оси мотора, то точка приведе- 
нгя перемп»щается по прямой 
полярной съ первой. 



РазсЬчемъ тетраэдръ о^с^о^с^ плоскостью о/д^ которая 
представляетъ собой плоскость приведен1я, соотв'Ьтствующую^ 
точк'б 0. Мы получимъ прямыя оа/*^ оЪд, Ъс^^ асд\ лишя оа^^ 

Чертехъ 15. 




пересЬкая взаимно полярныя прямыя г и е\ 6^]{1гт^ къ г пер- 
пендикулярна; лиши 0^0^ и с^Оз, пересекая а и а\ бужутгь 
перпендикулярны къ а; поэтому 



оа=кмДб). 



§ 34, 



Точкам пересЬчешя а' съг' будетъ полюсомъ плоскости 01/(),, 
которая проходитъ черезъ ихъ поляры а и г; лишя од сле- 
довательно перпендикулярна къ начальной плоскости о^/Ь^ 
ротора С=^о^о^с^с^ и 

оЬ=ммДе,). § 34, 

Такъ какъ точка о лежитъ на дип1и ^, то плоскость полярная 
съ о пройдетъ черезъ лишю е\ и, припоминая правило четы- 
реугольника, изъ чертеа^а мы видимъ, что 



ос= оа+оЬ=кМо(в',)ч- мм^СС^ ) = (Г. 
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Такимъ образомъ, если мы точку приведенхя о примемъ за 
начало вектора мотора, то конецъ вектора будетъ въ точк% а 
иерес^чен1я лин1и а^а^^ положеше которой не завнситъ отъ 
положешя точки о на лин1и г, съ плоскостью приведешя. 
Итакъ им'бемъ такую теорему, правая половина которой выво- 
дится изъ л^вой помощью принципа двойственности. 

Теорема V. 



Если, принимая точку при- 
еедетя за начало вектора мото- 
рау ляы будемъ перемиъгцать ее 
по прямой, переспкаюгцей двп> 
взаимно полярныя оси мотора, 
то конецъ вектора будетъ пере- 
мп^т^аться по такой же пря- 
мой. 



Если, принимая плоскость при- 
веденья за начало ротора мото- 
ра, мы будемъ вращать ее во- 
кругъ прямой, переспасающей деть 
взаимно полярныя оси мотора^ 
то конет ротора будешь вра- 
щаться вокругъ такой о/се пря- 
мой. 



Читатель знакомый съ формулами тригонометр1И легко 
можетъ доказать эту теорему помопцю форму лъ (19) и 
обратно изъ теоремы вывести эти посл^дн1я. 

Мы увидимъ въ сл-бдующихъ параграфахъ, что всяшй 
моторъ тъЛеть по крайней м^р'к дв'Ь взаимно полярныя оси, 
которыя въ н^которыхъ случаяхъ могутъ касаться къ абсо- 
люту (Л'моторъ, § 91) и даже совпадать съ одной и той же 
образующей абсолюта (см. § 90). Теоремы доказанныя нами 
въ этомъ параграфе применимы поэтому ко всякому мотору, 
но будутъ несколько видоизм'Ьняться въ зависимости отъ по- 
ложен1я его осей. Проследить эти видоизм'&ненхя мы предо- 
ставляемъ самому читателю. 

Обратимся теперь къ подробному изсл'Ёдован1ю свойствъ 
моторовъ каждаго класса и типа отд'Ьльно. 

87. Моторы перваго типа. — ^У мотора перваго типа ни 
одна изъ стрёлокъ не равняется нулю; сл'Ьдовательно для 
каждой точки и для каждой плоскости приведешя оси стр'Ь- 
локъ мотора им^ютъ вполне определенный направлешя. 

Докажемъ несколько общихъ всЪмъ моторамъ перваго 
типа теоремъ. 

Возьмемъ два вектора ох шоу (см. чертежъ 16) съ общимъ 
началомъ он концами х е у. Продолживъ лин1и ох^ оу и ху 
до пересЬченхя съ плоскостью О, полярной съ о, въ точ- 
кахъ а, 6 и с{, проведемъ прямыя хЬ^ уа и оЛ. Точки ;ег и <, 

19 
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въ воторнхъ прямая хЪ пересЬ^ется съ прямыми у а и оЛ 
будутъ концами вевторовъ 

ог:=^ох+оу^ о1=ох — оу. 

Если проведемъ еще прямую о;гг, перес'Ьчен1е которой съ аЬ 
означимъ черезъ с, то мы получимъ полный четыреугольникъ 
оху2!. Дв-Ь его стороны ох и у^ проходятъ черезъ точку а, 
дв4 друпя х^ и оу— черезъ точку 6, пятая о^ — черезъ с и 
шестая ху — черезъ Л. Точка с поэтому гармонично сопряже- 
на съ Л относительно точекъ а и &, а лучъ о{ съ лучомъ о:^ 
относительно лучей ох и оу. Разсматривая относительное рас- 
положен1е осей роторовъ 0X^0 Т и 

02=0Х+0Т, ОТ=ОХ—ОТ, 

мы придемъ, какъ видно изъ принципа двойственности, къ 
такому же результату: ось 02 гармонично сопряжена съ ОТ 
относительно осей ОХ п ОТ. 

Чертежъ 1(). 




Итакъ мы можемъ считать доказаннымъ, что оси рото- 
ровъ 

гармонично сопряженны съ осями стр'Ёлокъ о^ и Ог, мотора 
о. Но равенства (18) показываютъ намъ, что ось С совпа- 
даетъ съ осью перваго изъ этихъ роторовъ, а лучъ (У съ осью 
второго; мы им^емъ сл'Ёдовательно такую теорему. 

Теорема I. — 1Ьшоръ, векторъ и сшргьлки мотора^ по- 
строенные для одной и той же точки или плоскости при- 
веденгя, обладаютъ слгьдующимъ свойсшвомъ; ось ротора^ лучъ 
вектора и оси стргьлокь проходятъ черезъ одну точку, ле- 
оюатъ въ одной плоскости и первыя деть прямыя гармонично 
сопряжены съ двумя послгьдними. 

Пусть ^ 111 у суть оси стр-Ьлокъ ос и ^т^, построенныхъ 
для одной и той же точки приведен1я Ь. Означая точки не- 
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рес']&чешя /5 я у съ абсолютомъ буквами Ь^ ,й, и с, ,0, соотв-Ьт- 
ственно (см. чертежъ 14) проведемъ черевъ Ъ^^Ъ^^с^уС^ обра- 
5ующ1Я абсолюта, черезъ Ь^ и Ь,^-обра8ующ1я г^ и г;^, кото- 
рыя принадлежать къ систем*! т;, черезъ с^ и с, — образую- 
Щ1Я ^1 и ^,, воторыя принадлежать бъ систем*!^. Такъкавъ 
оси ^-стр'Ьлокъ вс4 между собой 7;-параллельны, а оси т;- стре- 
лок?, ^-параллельны, то оси ^-стр^ловъ мотора веб перес*]^- 

КуТЪ ПрЯМНЯ ^1 и ^5, а оси 7?-СТр'ЬлОКЪ--ПрЯМЫЯ Г/^ и 7?,. 

Итакъ ВСЯК1Й моторъ перваго типа опред'бляетъ четыре обра- 
^ующ1я абсолюта по дв'Ь изъ каждой системы. 

оо^ поверхностей С11вог(1'а, которыя можно провести че- 
резъ прямыя ^,,^2'^1'^з ^^ будемъ называть поверхностями 
С11вог(1'а даннаго мотора. Оси этихъ поверхностей, пересе- 
кая ВС* четыре образующихъ ^гу^^уТ^^уТ^у будутъ ^-параллель- 
ны съ /? и 7;-параллельны съ ^^ и на основан1и теоремы I 
§ 84 совпадутъ съ осями мотора. Итакъ каждый моторъ пер- 
ваго типа опред^^ляетъ оо^ поверхностей СИйогй'а, для кото- 
рыхъ оси мотора служатъ осями; черезъ каждую точку про- 
ходить и ко всякой плоскости касается одна изъ этихъ по- 
верхностей. 

Вообразивъ одну изъ поверхностей СИШ)гд'а даннаго мо- 
тора, поверхность С, которая предположимъ проходить че- 
резъ точку Ъ и оси /3 л у^ будемъ изсл^довать какъ изме- 
няются элементы мотора, когда точка приведен1я будеть пе- 
ремещаться по поверхности или когда плоскость приведешя, 
перемещаясь, будеть оставаться къ поверхности касательной. 

1. Такъ какъ образующ1я одной системы поверхности С 
^-параллельны съ /?, а съ другой — г;- параллельны съ у, то 
для точекъ приведен1я, находящихся на С, и для плоскостей 
приведен1я касательныхъ къ С образующ1я одной системы по- 
верхности С будутъ служить осями ^-стрелокъ, а образующхя 
другой системы — осями 7;-стрелокъ. На основаши выше дока- 
занной теоремы для каждой точки призе гюшя (плоскости 
привсден1я) ось ротора и лучь вектора гармонично сопряжены 
съ двумя прямолинейными производящими поверхности прозе* 
денными черезъ точку (въ плоскости) приведен1я. 

2. Всяк1й моторъ устанавливаеть некоторое соответств1е 
между точками и плоскостями пространства. Если какую ни- 
будь точку X примемь за точку приведен]я, то ось ротора и 
лучь вектора пройдуть черезъ х и будутъ лежать въ пло- 
скости X, которая и будетъ плоскостью приведен1я соответ- 
ствующею точке х. Обратно, если плоскость X примемь за 
плоскость приведен1я мотора, то ось ротора и лучь вектора 
будутъ лежать на X и пересекутся въ точке о;, которая и 

19* 
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будетъ точкой приведея1я соответствующей плоскости X Та- 
ким ъ образомъ каждой точк* соотв-Ьтствуеть плоскость че- 
резъ нее проходящая, каждой плоскости точка на ней лежа- 
щая. 

Предположимъ, что точка х совпадаетъ съ Ъ. Такъ какъ 
лиши ^ ^ у служатъ осями т;- и ^-стр^локъ для точки Ь и 
такъ какъ ось ротора и лучъ вектора лежатъ съ ними въ 
одной плоскости, то плоскость /5^, которая касается къ С въ 
точк* Ь, будетъ плоскостью приведен1я, соответствующею 
точке Ъ. Итакъ для точки приведен1я, лежащей на поверх- 
ности С, плоскость приведен1я касается С, для плоскости 
приведешя, касательной къ С, точкой приведен1я служитъ 
точкой касан1я. 

3. Означая черезъ д^ уголъ между производящими /5 и ^ 
поверхности С, изъ соотношенШ (18) вьгводимъ 

4Т^(е)=Т\05) +Т^((),) +2Т(()б)Т((),)со899, 
^жП\а)=Т{^1) 4- И\^-^) + 2Т(05)Т(р,,)со890. 

Такъ какъ каждыя две производящхя поверхности Собразуютъ 
одинъ и тогъ же уголъ у), то изъ этихъ равенствъ следуетъ, 
что съ перемещенхемъ точки (плоскости)* приведешя по по- 
верхности С тензоры ротора и вектора не изменяются. 

Углы между осью С, лучомъ С и осями ^§ и ^т] опре- 
деляются, какъ мы знаемъ (§ 60), отношешями тензоровъ 

Т(С), Т((У), Т(()б), Т(р,). 

Но ЭТИ последн1б не зависятъ отъ положешя точки (пло- 
скости) приведен1я на поверхности С, а потому и углы между 
осью ротора лучомъ вектора и производящими поверхности С, 
проведенными черезъ точку (въ плоскости) приведен1я оста- 
ются постоянными, пока точка (плоскость) приведен1я пере- 
мещается по поверхности. 

Если прямая г^ касается къ абсолюту, а прямая г пере- 
секается съ г^ въ точке прикосновен1я, или лежитъ въ пло- 
скости проведенной черезъ е^ и касательной къ абсолюту, то 
^ и г, мы можемъ считать взаимно перпендикулярными, ибо 
въ этихъ случаяхъ лин1я ^^ пересекаетъ не только г, но и 



* Подъ словами «плоскость перемещается по поверхности О» 
подраауиФваемъ конечно «плоскость перемещается, оставаясь къ О 
тельною». 
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ея подяру. Принимая это во внимаше, нетрудно вид']&ть, что 
поверхность СИЯогд'а какова бы она ни была, будетъ ли она 
перес']&ваться съ абсолютомъ по четыремъ прямымъ или бу- 
детъ касаться къ абсолюту вдоль одной или двухъ его прямо- 
линейныхъ образующихъ, обладаетъ сл^^дующимъ свойствомъ: 
нормали къ поверхности и лин1и проведенныя въ касатель- 
ныхъ плоскостяхъ и перпендикулярныя къ соотв'Ьтствующимъ 
точкамъ прикосновешя перпендикулярны ко вс']&мъ осямъ по- 
верхности. 

Проведемъ черезъ какую нибудь точку х поверхность 
СПйогй'а С соответствующую данному мотору и плоскость X 
къ ней касательную. Нормаль къ поверхности С въ точке гг, 
которая будетъ также перпендикулярна къ X, илинхя, лежа- 
щая въ X и перпендикулярная къ х^ об*! будутъ перпенди- 
кулярны ко вс^мъ осямъ поверхности С. Но оси С совпа- 
даютъ съ осями мотора, а плоскость X служитъ плоскостью 
приведешя для точки х\ мы им^емъ сл'бдовательно такую 
теорему общую вс^мъ моторамъ перваго типа. 

Теорема П. 

Литы перпендикулярныя къ Линги перпендикулярныя къ 
плоскосшямъ приведенгя и праве- точкамъ праведенгя и лежащая 
денныя черезъ соотегыпствующгя въ соотв1ыпствующихъ имъ пла- 
точки приведенгя перпендикуляр- скастяхъ прпведенгя перпендику- 
ны ка вс1ьчъ асямъ мотара- лярны ко ваьмъ осямъ мотора- 

Эта теорема даетъ намъ новый способъ построить оси 
мотора, если мы знаемъ для двухъ точекъ соотв']Ьтствующ1я 
имъ плоскости приведешя: проводимъ черезъ точки прямыя 
перпендикулярныя къ плоскостямъ (или въ плоскостяхъ пря- 
мыя перпендикулярныя къ точкамъ), общхе къэтимъ прямымъ 
перпендикуляры будутъ осями мотора. 

88. Моторы второго типа. — У мотора второго типа одна 
изъ стр']&локъ равняется нулю. Если равняется нулю стрелка 
^7,, то равенства (18), которыя связываютъ между собой ро- 
торъ и векторъ мотора съ его стрелками, обращаются въ 
сл^дующхя 

Они показываютъ намъ, во-первыхъ, что тензоры С и 0* про- 
порщональны тензору стр'Ьлки р^: 



Т(С)=^Т(^б),Т(б)=^т(^г) 
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и во-вторыхъ, что ось стрелки ^^ служить осью для с и лу- 
чомъ для (Т. Эти заключен1я остаются справедливы, гд^ бы 
ни находилась точка приведешя. Поэтому, припоминая теоре- 
му II § 78, мы видимъ, что нашъ моторъ будетъ обладать 
такими свойствами: черезъ каждую точку проходить и въ каж- 
дой плоскости лежитъ ось мотора совпадающая съ осью 
^-стр^лки построенной для этой точки или плоскости, всЪ 
оси мотора между собой г-параллельны, одинаковымъ направ- 
лешямъ ихъ соотв']^тствуютъ равные тензоры и, наконецъ, 
тензоры ротора и вектора съ перем']^щен1емъ точки или пло- 
скости приведен1я не езъЛяяются. 

Подобными же свойствами будетъ обладать моторъ, у 
котораго стрелка о= равняется нулю, съ т-Ьмъ отличхемъ отъ 
мотора, который мы сейчасъ разсматривали, что веб оси его 
будутъ ^-параллельны. Итакъ мы им'^емъ такую теорему. 

Теорема. — Моторъ второго типа имтьетъ оо^ осей, 
который есть ^-параллельны, если ^-стргьлка равняется нулю 
и т^параллельны, если т-стргьлка равняется нулю. Черезъ 
каждую точку проходить и еъ каждой плоскости леоюить 
одна и только одна ось мотора. Тензоры ротора и вект^а 
съ измгьненгемъ положенгя точки или плоскости прг^еденгя 
не измгьняются. 

89. Моторы третьяго типа. — У мотора, о третьяго типа 
об% стр']&лки равняются нулю. Такъ какъ 

то моторъ третьяго типа въ пространств']^ неевклидовомъ рав- 
няется нулю. Въ пространств'Ь же Эвклида 06*6 стрелки мо- 
тора совпадаютъ съ его роторомъ, и моторъ, у котораго ро- 
торъ равняется нулю, будетъ моторомъ третьяго типа. 

90. Моторы перваго класса. — У мотора перваго класса 
тензоры об^ихъ стр'Ёлокъ отличны отъ нуля; онъ характери- 
зуется сл'Ьдовательно двумя условхями 

31=^0, 3,=^0. (23) 

Такъ какъ для мотора перваго класса оси /? и у стр']^- 
локъ не им']&ютъ абсолютнаго направлен1я, то ъс^ четыре 
точки, ЬоЬг^^п^э? ^'^ которыхъ он-Ь пересЬкаютъ абсолютъ, 
разд'Ьльны (§ 87), и существуетъ дв'Ь и только дв*]^ взаимна 
полярныхъ ЛИН1И а и а', которыя ^-параллельны съ /9 и 7}-па- 
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раллельны съ у. Только эти дв^& прямыя лин1и по теорем'6 
I § 84 и будутъ осями мотора о. 

Мы показали въ § 55^, что одно изъ направленШ лин1и 
а одинаково, а другое различно съ направлешями ^3 т у. 
Первому по теореме I § 84 будетъ соответствовать тензоръ 

а второму Я=— Т^^— Т,,г=Я,=— Д= В^-^-соОу 

Мы видели также, тго одно изъ направлешй лиши а' одина- 
ково съ у ж различно съ /9, а другое одинаково съ Л л раз- 
лично съ у. Первому будетъ соотв']&тствовать тензоръ 

Л= Т^^— Т^7;=Яз= (оН,1%=В,^а>0,, 
а второму Я= — Т^^ н- Ту^7;= Л^= — со Л, /х=Л^ -{-соО^. 

Въ разсматриваемомъ нами случае всЬ четыре образующхя 
^1)^9'^п^д Р&8Де<2п>ны и не сливаются, и поверхности С1]{Гогс1'а 
не касаются къ абсолюту. Итакъ им']^емъ такую теорему. 

Теорема I. — Моторъ псрваю класса имгьетъ четыре раз- 
личныосъ тензора и деть взаимно полярнихъ^ не касательныхг 
къ абсолюту оси. Поверхности СН^огЛ^а мотора переешь- 
каются съ абсолютомъ по четыремь раздтьльнымъ прямымъ. 

Къ такимъ же результатамъ приводить насъ и второй 
данный въ § 84 методъ построен1я осей мотора. Действитель- 
но, когда тензоръ мотора им^отъ четыре различныхъ значе- 
шя, то третье изъ ур. (4) им^еть только так1я решетя 

где т какое нибудь целое число. Все оси мотора должны 
следовательно пересекать ось ^ подъ прямымъ угломъ и опре- 
деляться ур. (9). "Если при Я=Д изъ этихъ уравнетй 
мы находимъдз=^о9 '^^ решешя ихъ будутъ таковы 

Я=Я^,вз=^о \ Я=Я„ ^5=^0-4- Л" 

Н=Н,,&,=9,^7ГТ' Я=Я,,.9з=до + л-^. 

Построивъ две взаимно полярныхъ прямыхъ лиши а и а\ 
которыя пересекаютъ ось ;? подъ прямымъ угломъ и обра- 
зуютъ съ осью X первая уголъ О^, а вторая тЭо + гтт;, изъ 
этой таблицы решешй мы видимъ, что лин]я а будетъ осью 
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мотора, соотв-Ьтствующею тензорамъ И^ я Н^^ з^ лин1я а! — 
осью, соотв']&тствующею тензорамъ Л^ ж Л^. 

Обращаясь къ бол'1е подробному изсл^дован1Ю свойствъ 
мотора перваго класса въ пространствахъ эллиптичесвомъ, 
гиперболичесБомъ и параболическомъ, мы должны сначала 
выяснить, вавимъ услов1ямъ должны удовлетворять алгебраи- 
чесшя проэвцш и составляющхя мотора для того, чтобы он'6 
опред']&ляли действительный моторъ. 

Если моторъ и оси координатъ х^у^^: д']&йствительны, то 
таковы же будутъ и геометрическ1я проэвцхи и составляющ1я 
мотора по воординатнымъ осямъ; таковы же* будутъ поэто- 
му и алгебраичесшя проэкщи и составляющхя (которыя, какъ 
мы знаемъ, представляютъ собой тензоры геометрическихъ) 
при томъ однако условги, что въ случае гиперболическаго 
пространства оси х^у^^^ не только д']&йствительны, но и реаль- 
ны. Обратно, дЪйствительныя проэкщи и составляющ1я на 
осяхъ, удовлетворяющихъ указаннымъ сейчасъ услов1ямъ, оче- 
видно опред^ляютъ д'бйствительный моторъ. Следовательно 
для того, чтобы моторъ былъ действителенъ необходимо и 
достаточно, чтобы таковы же были его проэкщи и составляю- 
Щ1Я на д^йствительныхъ и реальныхъ въ случае простран- 
ства Лобачевскаго осяхъ. 

Итакъ предположимъ, что намъ данъ действительный 
моторъ; посмотримъ, каковы будутъ его тензоры и оси въ 
пространствахъ эллиптнческомъ и гипербол ическомъ. 

Въ пространстве Лобачевскаго, когда х число чисто 
мнимое, ЗхиЗг? ^^^ь'ь видно изъ (167) § 79, будутъ числами 
мнимыми и сопряженными. Поэтому, если подъ Т^ и Т^ будемъ 
подразумевать те значенхя 

1/ЗГ и \/Х 

которыя также мнимы и сопряженны, то В^^Сг^^В^^Сг^ будутъ 
числами действительными, а Е^^О^^В^,0^ — чисто мнимыми. 
Уравнен1е (14) даетъ для Ыщв^ и в^ величины действительный 
для всехъ тензоровъ. Такъ какъ 



-<»пек(Г, ="г-1;ап§Ь^хсГ^ , 



X ' гх 



*) Во изб'Ьхан1е недоразуи'Ьшй зам'Ьчу, что число а;,+о>х, я называю 
вещественннмъ, когда .т^аО, комплеБСННмъ, когда х^ не равн1гютс41 нулю, 
д<ЬДствительннмъ, когда числа х^ и х^ д'ЬйствЕтелънн, и ннихпмъ, когда 
одно изъ чиселъ х^ и х^ или оба инимп. 
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то 7р. (13) будетъ юАтъ д'Ьйствительные корни, только тогда, 
когда вторая часть его будетъ по абсолютной величин']^ мень- 
ше — 1/гх. Докажемъ, что при В т О д']&йствительныхъ это 
услов1е будетъ соблюдено. Положивъ съ этою ц'Ьлью для 
краткости 

мы можемъ представить уравнен1е, о которокъ идетъ р'&чь, 
въ вид^ 

-1;ап8х^1 =а,/Ь1 = — Ъ^/а^ . 
Исключивъ Ъ^ изъ уравнешй 

вытекающихъ изъ тожества 

мы получимъ 

(а,»+Ь,»)(а,'+к»Ь,')=6,». 

Отсюда, когда 12 и (г, а сл']&довательно и а^,&1,а,)&2 Действи- 
тельны, ЕжЬеиъ 

Такимъ образомъ, при В е О д'Ьйствительныхъ изъ у р. (13) 
жы получаемъ д'бйствительное значен1е для б^^я дМствитель- 
нымъ тензорамъ ^^ и Н^ будетъ соотв'З^тствовать д']^йстви- 
тельная и реальная ось. Вторая ось, которая соотв']&тствуетъ 
мнинымъ тензорамъ, будучи полярна съ первой, идеальна, и 
мы ъъЛежъ такимъ образомъ теорему. 

Теорема II. — У дгьйсшвишельнаю мотора въ просшран- 
<^тв1ь Лобачевскаю два тензора дгьйстеит^ельны и два чисто 
мнимы] дтьЛствит^ельнимъ соот^тьтствуетъ реальная^ а мни- 
мимъ идеальная ось. 

Въ пространств'^ эллиптическомъ, когда х д^^йствитель- 
но, З1 и Зз будутъ действительны и положительны, будутъ 
д'бйствительны и вс']^ тензоры мотора. Такъ какъ въ разсма- 
триваемомъ случа* въ первыхъ частяхъ ур. (13) и (14) 
стоятъ круговые тангенсы, то искомыя величины для вс^хъ 
тензоровъ будутъ дМствительны. Итакъ тгкеиъ теорему. 

Теорема Ш. — У дгьйствительнаю мотора въ простран-- 
сметь эллиптическомъ всгь т^ензоры и оси дгьйствит^ельны. 



— 298 — 



Предполагая, что х действительно и безконечно пало и 
ограничиваясь первою степенью х, мы получимъ изъ (166) и (169) 
§79 _ _ . _ _ 

и зат4мъ Л,=-- у7^^1 + а^\ Я,=— Я, (24) 

Я,=^Я;=1/^ ( X ^+^) , Я,=-Я, (25) 

Отсюда, полагая х=0, мы видимъ, что въ Эвклидовомъ про- 
странств'6 два тензора Д и Н^ конечны и два другихъ 
Н^ и Н^ безвонечно велики. 

Для первыхъ двухъ величины Е и О конечны и форму- 
лы (16) и (14), которыя теперь принимаютъ видъ 

. XМ-УN . ^ . Г 

даютъ конечныя значен1я для 6^ л в^: первымъ двумъ тензо- 
рамъ соотв']^тствуетъ ось, находящаяся на конечномъ разстоя- 
ши. Вторая ось, соотв'Ьтствующая другимъ двумъ тензорамъ, 
полярна съ первой, она следовательно къ первой перпенди- 
кулярна и лежитъ въ безконечно удаленной плоскости. Въ 
этомъ можно также уб'^^диться и при помощи формулъ (13) 
и (14). Внося въ нихъ сначала вм'Ьсто В и Сг ихъ выраже- 
Н1Я, взятые изъ (25) мы увидимъ, что сУ^ будетъ содержать 



множителемъ уГ^^ а 



*ап8^, = — 1(1 + к»а) 



гд% а величина, остающаяся конечной при х=0. Если поэто- 
му положимъ х=0, то получимъ 

(^1=00, 1ап8^1= — Х/Г", 

откуда и сл-Ьдуетъ, что вторая ось находится въ безконечно 
удаленной плоскости и перпендикулярна къ первой. Когда 
моторъ д'Ьйствителенъ, то «7^>>0 и всЬтензоры и оси действи- 
тельны. Итакъ им^емъ теорему 
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Теорема IV. — У мотора вг Эвклидовомъ просшрапствть 
два тензора конечны^ два безконечно велики; конечнымъ со- 
отвгьтствуетъ ось на конечномъ разстоянги, безкоиечно-боль* 
шимъ — безконечно удаленная ось. У дгьйствительнаю мотора 
тензоры и оси дгьйствительны. 

Разсиотриыъ н'Ькоторыя сл'Ьдств1я, вытекающ1Я изъ пре- 
дыдущихъ теоренъ. 

Если «/2=0, «/1=1=0, то 

и моторъ принадлежитъ къ первому классу. Въ этомъ случае 

я, = у ^;, Е,=-У1„ я, = ^>/^, н,= -^1/^;. 

Пусть ось а соотв'Ьтствуетъ тензорамъ Н^ и Д,, ось а' — 
тензорамъ Н^ и Н^. Йрипоминая геометрическое значеше 
тензора мотора, им'Ьющаго ось не касающуюся къ абсолюту, 
легко видЬть, что моторъ будетъ эквивалеятенъ одному рото- 
ру съ тензоромъ |/«7^, когда точку приведешя возьмемъ на а 

и вектору съ тензоромъ }/^|/х, когда точку приведен1я возь- 
мемъ на а'. Обратно, если моторъ состоитъ изъ одного рото- 
ра съ тензоромъ В или одного вектора съ тензоромъ О^ то 
Л^=В^ въ первомъ случа* и Н^=у.^О* во второмъ. Въ 
обоихъ случаяхъ е/, =*=0 и ^,=0. Итакъ, для того, чтобы мо- 
торъ былъ эквивалентенъ ротору или вектору необходимо и 
достаточно, чтобы ^^=I=0 и 7^=0. 

Предположимъ, что при услов1И ^^=«=0,^,=0 координаты 
мотора д'Ьйствительны. 

Тогда, когда видно изъ теоремы III, въ эллиптическомъ 
пространств* векторъ и роторъ эквивалентные мотору будутъ 
действительны. 

Въ пространств'^ гиперболическомъ при чисто мнимомъ 
X инваргантъ ^^ можетъ быть положительнымъ и отрицатель- 
нымъ. Если ^^>>0, то ЛрЛ, действительны и Ш^,Н^ мнимы; 
если ^^<^0^ то наоборотъ Щ^Н^ действительны и -ЙГ^Лд мни- 
мы. Такимъ образомъ (теорема II) въ гиперболическомъ про- 
странств* роторъ и векторъ эквивалентные мотору оба дей- 
ствительны; ось ротора реальна и лучъ вектора идеаленъ, 
когда ^^>0: ось ротора идеальна и лучъ вектора реаленъ, 

Въ параболическомъ пространств* инвар1антъ ^^ поло- 
жителенъ и конечные тензоры (24) действительны. Поэтому 



— 300 — 

въ параболичесБомъ пространств'^ моторъ эквивалентенъ дей- 
ствительному ротору съ осью на вонечномъ разстояши. 

90. Моторы второго класса. — У мотора второго класса 
тензоръ одной изъ стр-блонъ равняется нулю. Моторъ второго 
класса характеризуется поэтому однимъ изъ двухъ условхй 

31=0, 3,=»=0, или 31=1=0, 3,=0. (26) 

и им4етъ два тензора Л=±:Т7}Г; 
въ первомъ случае и два тензора 

во второмъ. Моторы второго класса могутъ быть двухъ ти- 
повъ. 

1. Моторы, у которыхъ одна стр'Ьлка им']Бетъ абсолют- 
лое направлен1е. 

2. Моторы, у которыхъ одна стр'Ьлка равняется нулю. 
Эти моторы мы будемъ называть С-моторами. Моторъ вто- 
рого типа мы будемъ называть также ^-моторомъ, если рав- 
няется нулю г-стр^лка, и 7;-моторомъ, если равняется нулю 
^-стр^лка. 

Разсмотримъ сначала моторы перваго типа. 

Если ось /? 7;-стр'Ьлки касается къ абсолюту въ точк* 
др а ось у ^-стр^^лки не им-бемъ абсолютнаго направлен]я, 
но пересекается съ абсолютомъ въ двухъ разд'Ьльныхъ точ- 



кахъ С| и Сз, то 



т%=а=о, я==ьт^^ 



Мы доказали въ § 55^, что въ этомъ случае существуетъ 
только одна прямая, которая ^-параллельна съ >(? и т^-парал- 
лельна съ у^ а именно образующая г\^ абсолюта, которая про- 
ходитъ черезъ точку Ъ^ касанхя /? и принадлежитъ къ систе- 
ме 7}. Эта прямая т^^ и будетъ единственною осью мотора. 
Одному ея направлен1ю соотв4тствуетъ тензоръ ^БГ= +-Т^^, 
другому Я=— Т^^. 

Когда ось у5 касается къ абсолюту, то точка \ совпа- 
даетъ съ Ь^ (§ 87), а образующая Гд и г^. Поэтому поверх- 
ности СПй'огй'а, соотв'Ьтствующ1я нашему мотору, будутъ ка- 
саться къ абсолюту вдоль прямой 7;^ , т. е. вдоль оси мотора. 

Если 31=0 и ось у ^-стр4лки касается къ абсолюту 
въ точк-Ь с^, а ось /? г;- стрелки пересЬкается съ абсолютомъ 
въ двухъ разд-Ьдьныхъ точкахъ Ь^ и Ь^ (§ 87), то образую- 
щая ^3 совпадаетъ съ ^^ и служитъ осью мотора. Поверх- 
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ности СНЙогй'а соотв'Ьтствующхя мотору васаются къ абсо- 
люту вдоль прямой ^^. Итакъ иж'Ьежь такую теорему. 

Теорема I. — Если мошоръ второго нлассапринадлеоюишъ 
къ первому типу, то онъ имгьетъ одну ось\ осью слуоюитъ 
образующая абсолюта, которая принадлеоюитъ къ системгь 
^, когда Н=±Ту1Т^, и къ системгь >?, когда Я=±Т5^. По- 
верхности Си^огЛ^а для мотора касаются къ абсолюту 
вдоль оси мотх>ра. 

Для мотора второго класса теорема II § 87 обращается въ 
следующую. 

Теорема II. 

У мотора второго класса и У мотора второю класса и 
перваю типа лиши перпендику- перваго типа линги перпендику- 
лярныякьплоскостямьприведенгя лярныя къ точкамъ приведенгя и 
и проведенныя черезъ соотвтьт- лежащгя въ соотвгьтствующихь 
ствуюгцгя точки приведенгя пе- имъ плоскостяхъ приведенгя пе- 
респ>каютъ одну и ту же произво- респ»каютъ одну и ту же произво- 
дящую абсолюта — ось мотора» дящую абсолюта — ось мотора^ 

Моторы второго типа мы уже подробно разсматривади 
въ § 88. Такъ какъ у мотора второго класса ось не равной 
нулю стр'^^лки не касается къ абсолюту, то теорему § 88 мы 
можемъ формулировать теперь сл'бдующимъ образомъ. 

Теорема III. — С-мотюръ имп^етъ оо* осей, который не 
касаются къ абсолюту и есть ^- гели т^- параллельны, смотря 
по тому имп^етъ ли тензоръ видъ П=::ЬТг^г1, илггЖ=±ТЕ^. 
Одинаковымъ направленгямъ осей соотвптствуетъ одинъ и 
тотъ'Же т^ензоръ. 

Разсмотримъ въ какихъ случаяхъ моторъ второго класса 
можетъ существовать и быть дМствительнымъ. 

Въ пространстве Лобачевскаго для д-Ьйствительнаго мо- 
тора инвар1анты ^^ и ^^ д'^йствительны и каждое ивъ ра- 
венствъ 

распадаясь на два ^^=0 и <7^=0, влечетъ за собой другое, 
что противор'^Бчитъ услов1ямъ (26). Поэтому въ пространстве 
Лобачевскаго моторъ второго класса действительнымъ быть 
не можетъ. 

Если оси координатъ прямоугольны, то инварханты 3| и З^ 
нмеютъ видъ 
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Поэтому, когда моторъ и х. д']^йствительнн изъ усдов1й (26) 
-сл^дуетъ или 

Зе=Ш=3=0, или г=ай=5»=о. 

Въ первомъ случа*! ^-стр'Ьлва равняется нулю и моторъ пред- 
ставляетъ собой г-моторъ, во второмъ т^ -стрелка, равняется 
нулю и моторъ пред ставляетъ собой ^-моторъ. Тавимъ обра- 
зомъ д'1йствительный моторъ второго класса въ. э.1линтиче- 
скомъ пространстве необходимо долженъ быть С-моторомъ. 
Въ параболическомъ пространств* 31=32=*^! и услов1я 
(26) несовм'^^стны: въ Эввлидовомъ пространств']^ совс']&мъ н'Ётъ 
моторовъ второго класса. Итакъ ши^ежь такую теорему. 

Теорема IV. — Мопи^ второю класса мооюешъ сугце- 

ствовать только въ пространствгь неевклидовомъ и быть 

дтьйствителшымъ въ пространствгь эллиптическомъ, когда 
<тъ представляетг собой С-мотхуръ, 

91. Моторы третьяго класса. — У мотора третьяго класса 
тензоры об'Ьихъ стр^локъ равняются нулю. Моторы третьяго 
класса характеризуются поэтому двумя условхями 

31 = 0, 32 = 

и имЪютъ одинъ тензоръ Н=0, Мы разд'Ьлили ихъ на три 
типа. 

1. Моторы, у которыхъ об* стрелка нм'Ьютъ абсолютное 
направлен1е. Таше моторы будемъ называть Л-моторами. 

2. Моторы, у которыхъ одна стрелка равняется нулю, 
а другая им'Ьетъ абсолютное направлеше. 

3. Моторы, у которыхъ об* стр'Ьлки равняются нулю. 
Разсмотримъ посл-Ьдовательно эти типы. 

Когда моторъ принадлежитъ къ первому типу, то стрелки 
его, построенныя для какой нибудь точки приведешя о, не 
равняются нулю, оси ихъ /? и ^ им'Ьютъ вполне определен- 
ное направленхе и касаются къ абсолюту. Пусть ось /3 ка- 
сается къ абсолюту въ точк-Ь Ь^, а ось у въ точк* с^. Про- 
ведемъ черезъ точки Ъ^ и с^ образующ1я т;, и ^^ абсолюта, 
изъ которыхъ первая принадлежитъ къ систем'Ь т; и прохо- 
дитъ черезъ 6^, а вторая къ систем*^ и проходитъ черезъ с^. 
Мы показали въ § 55, что прямыя ^-параллельныя съ /? и 
7;-параллельныя съ у проходятъ всЬ черезъ точку а^ пере- 
сбченхя лиши ^^ и т;^ и лежать въ плоскости этихъ лиши 
касательной къ абсолюту. Вс^^ эти 11рямыя и будутъ осями 
мотора. 
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Бъ разсматриваемомъ случа']^ точки Ь^^с^ сливаются съ 
точками Ь^^с^ (§ 87), а образующ1я ^^Л» съ ^^,т^^. Поэтому 
поверхности С1111ог<1'а мотора обращаются въ пред^льныя поверх- 
ности Лобачевскаго и касаются къ абсолюту вдоль прямБ1Хъ 
^^ и т;^. Итакъ им-Ьемь такую теорему. 

Теорема Т.—Л-моторь имгьешъ оо* осей, кошорыя есть 
леоюатъ въ одной плоскости касательной къ абсолюту ипро- 
ходятъ черезъ ея точку касангя. Поверхности С1г/][ЬгЛ'а мо- 
тора представляютъ собой предгьльныя поверхности Лоба- 
чевскаю и касаются кб абсолюту вдоль двухъ образующиосъ^ 
которыя проходятъ черезъ точку пересгьченгя осей мотора. 

Проведемъ черезъ точку Ь поверхность С1Шг<1'а С, со- 
ютв'Ьтствующую нашему мотору. Мы знаемъ, что плоскостью 
приведен1я для точки Ь будетъ служить плоскость X каса- 
тельная къ С (§ 87). Мы знаемъ кром^ того, что по свой- 
ству пред']&льной поверхности С лишя Ъа^ будетъ нормальна 
С и перпендикулярна къ X, а лин1я перес^^ченхя X съ пло- 
скостью ^^т^^ — перпендикулярна къ точк* Ъ. Изъ предыдущей 
теоремы вытекаетъ такимъ образомъ следующая, представляю- 
щая собой частный случай теоремы II § 87. 

Теорема II. 

Линги перпендикулярнъгя кь Линги перпендикулярныя къ 

плоскостямь приведенгяи прохо- шочкамъ приведенгя и лежащгя 

дящгя черезъ соотвгьтствующгя въ соотвгьтствующихъ плоско- 

точки приведенгя Л-мотора всгъ стяхъ приведенгя Л-мотора вС1ь 

проходятъ черезъ точку переоь- лежатъ въ плоскости осей мо- 

ченгя осей мотора ч между со- тора и всп> между собой Л^-па- 

бой Лх'Параллельны- раллельны- 

Разсмотримъ какъ изы'^^няются направлен]е оси ротора 
и луча вектора Л-мотора съ перем-Ьщенхемь точки приве- 
дешя. 

Зам-Ьтимъ прежде всего, что ось ротора и лучъ вектора 
Л-мотора для всякой точки взаимно перпендикулярны (§ 23), 
ибо они гармонично сопряжены съ осями стр']^локъ, а эти 
посл']&дн1я касаются къ абсолюту. 

Пусть С и (У суть роторъ и векторъ мотора для точки 
приведен1Я Ь. Проведемъ черезъ точки Ь,а^ и оси С и (У со- 
отв-Ьтственно плоскости А т В^ которыя съ плоскостью ^{г]^ 
пересекутся по лишямъ а и а' (см. чертежъ 16). Такъкакъ 
ЛИШЯ Ъа^ по предыдущей теорем*]^ перпендикулярна къ оси С 
и лучу (У, которые въ свою очередь взаимно-перпендикулярны, 
то плоскости А л В также перпендикулярны и лиши а и а' 
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дроходятъ черевъ полюсы плоскостей Л я В соотв'Ьтственно: 
лиши а и а' взаимно поллрны. Построимъ ват'Ьмъ для какой 
нибудь точки приведен1я о элементы мотора С и б': 

С'=кмде) + мм ^(У), (Г=ммДС) + км,(0) 

проведемъ черезъ точку а^ и оси С и (У соответственно пло- 
скости Л' я В^ ж посмотримъ какъ будутъ изменяться поло- 
жен1я последнихъ съ перемещен1емъ точки о. Если точка о 
находится въ плоскости Л^ которая перпендикулярна кълучу 
(Г, то лучи векторовъ км^((Т), мм^(С), (§ 34), а следовательно 
и лучъ (7* будутъ перпендикулярны къ плоскости А^ оси же 
роторовъ мМо(б), кмДС), а следовательно и ось С будутъ 
лежать въ этой плоскости. Лучъ б' будучи перпендикуренъ 
къ плоскости А пройдетъ черезъ ея полюсъ, где пересечется 
съ лишей а': лучъ б^ съ лин1ей а' лежитъ въ одной пло- 
скости и плоскость В' проведенная черезъ лучъ & и точку 
а^ пройдетъ и черезъ лишю а'. Также и плоскость А\ про- 
веденная черезъ ось С и точку а^, совпадая съ плоскостью А, 
пройдетъ черезъ а. Итакъ пока точка о перемещается въ 
плоскости -4, плоскости А' и Б' проходятъ черезъ а и а'. 
Очевидно, что это свойство плоскостей А^ и В^ сохраняется 
и въ такомъ случае, когда точка о будетъ перемещаться въ 
плоскости В. 

Чертежъ 17. 




Возьмемъ теперь где нибудь точку д и черезъ нее и 
ЛИН1И а и а' проведемъ плоскости А^ ж В^. Пусть д^ точка 
на пересечен1и плоскостей В^ и А. Когда о совпадаетъ съ 
5^1, то плоскость А' совпадаетъ съ -4, а ^В' съ Б^, ибо д^ 
находится въ плоскости Л и по доказанному выше плоскость 
В' должна проходить черезъ д^ и лишю а\ черезъ которыя прохо- 
дить и плоскость В^. Такимъ образомъ для точки приведешя 
д^ плоскости А и В^ имеютъ совершенно такое жезначеше, 
какое плоскости А е В для точки Ъ: оне проходятъ черезъ 
точку а^ и соответственно черезъ ось и лучъ элементовъ 
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мотора для ТОЧЕН д^. Для насъ особенно важно то обстоя- 
тельство, что он4 кром* того проходятъ и черевъ прямыя 
а и а!. Перем*стимъ, наконецъ, точку о ивъ д^ въ д. По 
доказанному выше плоскость В\ совпадая съ В^ , своего поло- 
жен1я не изм'Ьнитъ, плоскость же А повернется вокругъ ли- 
ши а и совладеть съ ^,, ибо будетъ проходить черезъ точку 
д и ЛИН1Ю а, черезъ которыя проходить и плоскость А^. 
Итакъ съ какой бы точкой пространства мы ни совм'Ьстили 
бы точку о, плоскость А всегда будетъ проходить черезъ а, 
плоскость В^ черезъ лин1Ю а!, Всл'Ьдств1е того, что лиши 
а "Л а! взаимно полярны плоскость ^^ будетъ перпендикуляр- 
на къ В\ 

Свойствамь плоскостей А и Б' по принципу двойствен- 
ности будутъ соответствовать свойства точекъ перес'Ьчен1я 
оси С и луча б' съ плоскостью ^^т?^, точекъ, которыя оче- 
видно будутъ лежать на прямыхъ а и а!, Итакъ им'Ьемъ 

теорему. 

Теорема III. 

Плоскости проведенныя черезъ Точки пересгьченгя плоскости 
точку пересгьченгя осей Л-мото- осей Л'мотюра съ осями рото- 
ра и соотвгьтствепно черезъ оси ровъ и лучами векторовъ мото- 
роторовь и лучи векторовъ мо- ра образуютъ два точечныхъ 
тора образуютъ два пучка Л-па- ряда; прямия несущгя ряды 
раллельныхъ плоскостей; оси взаимно полярны- 
пучковъ взаимно полярны- 

Оси пучковъ, о которыхъ идетъ р-Ьчь въл'1вой теорем4, 
несутъ ряды, о которой идетъ рЬчь въ правой. Ихъ мы на- 
зовемъ главными осями мотора. 

Мы знаемъ (§87з), что тензоры ротора и вектора мото- 
ра остаются постоянными пока точка приведентя перем']^- 
щается по поверхности СИЙ'огй'а, соответствующей мотору. 
Вообравивъ две поверхности С11вог(1'а нашего мотора С и С, 
будемъ изследовать какъ изменяются тензоры, когда точка 
приведен1я будетъ переходить съ одной изъ этихъ поверхно- 
стей на другую. Съ этою целью примемъ точку приведенхя 
о взятую где нибудь на поверхности С за начало прямо- 
угольной системы координатъ х^у^г. За ось г возьмемъ ли- 
шю оа^ нормальную къ поверхности С и следовательно пер- 
пендикулярную къ плоскости приведен1Я соответствующей 
точке о; оси г мы прппишемъ такое направленхе, чтобы ко- 
нечной точкой ея служила точка а^ пересечен]я осей мотора. 
Оси х^у возьмемъ въ плоскости приведешя и, пользуясь темъ 
обстоятельствомъ, что ось С и лучъ б взаимно перпендику- 

20 
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лярны, сови'Ьстимъ ось х съ осью С, ось у съ б V^ припи- 
шемъ осямъ х^у тав1я направлешя, чтобы угодъ между ними 
относительно направлешя оси ;гг былъ равенъ гг/2. Коорди- 
наты Л-мотора при тавомъ выбор']^ осей будутъ 

Х=Х, Г=0, ^=0, -Б=0, Ж=Ж, 2^=0, 

причемъ въ силу услов1й (27), которыя теперь принимаютъ 
видъ 

Х=±:гу.М. (28) 

Новую точку приведен1я с/ мы возьмемъ на поверхности С 
тамъ, гд% она встр'Ё чается съ осью в. Течку о' примемъ за 
начало новой прямоугольной системы воординатъ (х1.у\2/^ у 
которой ось ^' совпадаетъ съ осью ^, а оси х^ и 2/' лежать 
соотв']^тственно въ пюскостяхъ х^ и у г. Если черезъ (^ мы 
означимъ разстояше между о и о\ то при нашемъ выбор'6 
осей а;',2/',У мы будемъ им'^^ть 

г^=со8(осУ) , т^=со8( — л'/24-а>^), п^=0, 

г,=С08(яг/2-на>(?), 7?^2=с^^(^^) » **2=0, 

г,=0 , т,=0 , Пз=1, 

и формулы преобразованхя обратятся въ слЪдующ1Я 

ГС'= Д!С08(«гУ) 4- у81П(«(У), ;8г'=;8Г; 

1/'= — а»ш(«сУ) 4-уС08(О(У), 

развернувъ ихъ и принимая во вниманхе, что 

получимъ 

Х'=Хе-*>'^ Ж'=ЛIе-»'^^ (29) 

или Х=Хе ^у-^, М=Ме ^^\ (30) 

смотря по тому будемъ ли мы въ (28) им'бть верхн1й или 
нижшй знакъ. Остальныя координаты 1Г^2\Ъ^^^ мотора ъЛ 
будутъ равны нулю, а потому ось ж' будетъ служить осью 
ротора С, а осью у^ лучомъ вектора б^, построенныхъ для 
течки о'; величины Х и М^ будутъ тензорами С и 0^ соотв-Ьт- | 
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•ственно. Чтобы р^^шить какой знакъ долженъ быть взятъ въ 
(28), ны представимъ посд'Ьдшя равенства въ другомъ вид^Ь. 
Напомнимъ, что конечною точкой оси г служить точка 
а^ пересЬчешя осей иотора; означая ея начальную точку че- 
резъ а, мы будемъ им'бть 

откуда "|/(аа^оо')=б*^5, 

и следовательно 

или Х'=Х/1/(аа,оо'), Л/'=М/|/(аа,оо'), (31) 

яли 3?=Х -^{аа.оо'), М=М^{аа,оо). (32) 

Если бы были справедливы равенства (31), то при совпаде- 
деши точки о' съ а^ мы будемъ им^ть 

Х'=оо, М=со. 

Но 8тотъ результатъ 11ротивор']^читъ предположешю, что оси 
мотора нроходятъ черезъ точку а^\ сл']^довательно при нашемъ 
выбор'Ь направлен1я оси г должны им'Ьть м'Ьсто соотношешя 
(30) и (32) и въ равенств']^ (28) долженъ быть взятъ знакъ 
минусъ. 

Проведемъ черезъ точки оно' плоскости О и О' каса- 
тельныя къ С и С. Эти плоскости перпендикулярны къ оси 
^5 и образуютъ уголъ ^=х($^ (§ 48). Вводя его въ (30), им'Ьемъ 

Х'=Хб»в, М=Ме^. 

Величины Х,Ж,Х,Ж^, представляющ1Я собой тензоры ротора 
я вектора для точекъ о и о', остаются постоянными пока 
точки о и о' находятся на поверхностяхъ С и С. Поэтому, 
какъ видно изъ (29) и (30), див также не будутъ зависать 
отъ положен1Я о и о' на этихъ поверхностяхъ лишь бы 
только лишя 00^ оставалась къ нимъ нормальной. Величины 
бив характеризуютъ сл'Ьдовательно относительное положеше 
поверхностей С и С; называя первую разстояшемъ, а вторую 
угломъ между С и С, мы им']^емъ такимъ образомъ сл'бдую- 
щую теорему. 

20* 
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Теорема ТУ — Когда точка приведенгя переходить съ 
одной изг предгьльпыхъ поверхностей Л- мотора на другую ^ 
тензоры ротора и вектора изм^ьняются пропори,гонаАЬно 

е^^^ или е»®, 

гдгь див разстоянге и уголъ между поверхностями. 

Читатель знакомый съ формулами тригонометр1и легко 
можетъ представить эту теорему въ другой форм'Ь, причемъ 
становится очевиднымъ, что она представляетъ частный слу- 
чай теоремы V § 86. 

Теорема IV. 



Если, принимая плоскоспгь 
приведенгя за начало ротора 
Л мотора, мы будемъ врагцать 
ее вокругъ прямой, которая ле- 
жить въ плоскости осей мопю" 
ра, то конецъ ротора тлко^е 
будетъ, вращаться вокругъ пря- 
мой, которая также лежишь 
въ плоскости осей и Л^-парал- 
лельна съ первой- 



Если, принимая точку при- 
ведены за начало вектора Л-мо- 
тора, мы будемъ перемп^щать ее 
по прямой, которая проходить 
черезъ точку пересгьченгя осей 
мотора, то конецъ вектора 
также будешь перемгьщатыяпо 
прямой, которая также прохо- 
дить черезъ точку пересп>ченгя 
осей мотора и Лх'параллельна 
съ первой- ^ 

Перейдемъ къ разсйотр-Ьшю моторовъ второго типа. 
Пусть г-стр'Ьлка мотора равняется нулю, а ось у ^-стр'Ьлки 
касается къ абсолюту въ точк* с^. Мы знаемъ, что всЬ ли- 
Н1И 7;-параллельныя съ у будутъ касаться къ абсолюту въ 
точкахъ образующей ^^, проходящей черезъ точку с^ и при- 
надлежащей къ систем'^ ^. Всё эти лин1и будутъ осями мо 
тора. Если бы ^-стр^лка равнялась бынулю, аось/Уг-стр-Ьд- 
ки касалась бы къ абсолюту въ точк']^ &^, то всЬ оси мотора 
касались бы къ абсолюту въ точкахъ образующей г,, при- 
надлежащей къ системе 7} и проходящей черезъ Ъ^. Итакъ 
для мотора второго класса теорема § 88 обращается въ ая'Ь- 
дующую. 

Теорема V. — Моторъ третьяго класса и второго типа 
имп^етъ сх)* осей касат^льныхъ къ абсолюту въ точкахъ 
образуюгцейу котх>рая принадлеоюитъ къ системп» ^, если 
равняет,ся нулю Г1-стрп»лка и — къ системп> у]^ если равняется 
нулю ^'Стрп>лка. 

Такъ какъ услов1ямъ (27) можно удовлетворить действи- 
тельными величинами X, Г,]2,Х, Л/,^, когда х чисто мнимое 
число, и нельзя, когда х д'^йствительно, то моторъ третьяго 
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класса можетъ быть д'^^йствительнымъ только въ пространств'^ 
Лобачевскаго. Но въ простраествЬ Лобачевскаго для дМстви- 
тельнаго мотора равенства 

ЗЕ=§)=3=0 или а1=ЯЭ=6=0 

невозможны; въ атомъ пространств1& стрелки дЬйствительнаго 
мотора не могутъ равняться нулю, а самъ моторъ не можетъ 
принадлежать ко второму типу. Отсюда такая теорема. 

Теорема VI. — Моторъ третьнго класса можетъ быть 
дгьйсшвителенъ только въ пространст^}ь Лобачевскаго, когда 
онъ предст^авляетъ собой Л-моторъ. 

92. Методъ перен8сен1Я. — Въ »аключен1е своей работы я 
укажу на н'Ькоторыя весьма важныя сл'Ьдств1я, вытекающ1я 
нзъ формулъ, выведенныхъ въ §§ 64 и 65. 

Бовьмемъ въ Эвклидовомъ пространств'^ прямоугольную 
систему координатъ оху^^ и два вектора а и а' съ общимъ 
началомъ въ точк* о и предположимъ, что векторы а т а^ 
заданы ихъ продкщями х,у,г и х\у\::' на коордпнатныя оси. 
Известно, что всЬ формулы и теоремы теор1и связки векто- 
ровъ, имеющей своимъ центромъ начало координатъ, пред- 
ставляютъ собой сл'Ьдств1я двухъ формулъ 



изъ которыхъ первая опред'Ьляетъ длину вектора, а вторая 
уголъ между направлешями двухъ векторовъ. Но мы вид'Ьли 
въ §§ 64 и 65, что эти дв'Ь формулы сохраняютъ геометри- 
ческое 8начен1е и въ томъ случае, когда числа гг,у,-г^, х\у\х\ 
И VI & сд'кнаются комплексными числами съ модулемъ умно- 
жения: первая формула даетъ тогда тензоръ мотора, вторая 
комплексный уголъ между двумя прямыми. Мы можемъ по- 
этому утверждать, что и всЬ друг1я формулы теорхи связки 
векторовъ обратятся въ формулы теор1и винтовъ пространствъ 
съ постоянной кривизной, если всюду въ нихъ д'Ьйствитель- 
ныя числа замЬнимъ комплексными съ модулемъ умножен1я. 
Этотъ результатъ мы можемъ выразить иначе: формулы теор1и 
связки векторовъ представляютъ собой неразвернутыя форму- 
лы теор1и винтовъ пространствъ съ постоянной кривизной. 

Равенства, выражающ1Я какую нибудь теорему теорш 
связки векторовъ могутъ быть разсматриваемы какъ неразвер- 
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нутыя равенства теор1и винтовъ и даютъ намъ теорему этой 
теорш будучи истолкованы геометрически. Бсякая теорема 
теор1И связки можетъ быть таким?! образомъ преобразована 
въ теорему теорхи винтовъ. Итакъ мы приход имъ къ такому 
весьма важному заключенш. 

Теорема I. — Если въ формулахъ и равенствахъ теорш 
связки векторовъ замгьиимъ дгьИствительныя числа числами 
комплексными съ модуммъ операти умноженгя^ то есть эти 
формулы и равенства и т^оремы^ выражаемый послръднимиу 
обратятся въ формулы, равенства и теоремы теорш вин-- 
товъ пространствъ съ постоянной кривизной. 

Эту теорему мы можемъ выразить въ другой форм*. 
Р1зв'1стно, что кватерн10помъ называется комплексное 
число 

^=У)^^X'\-^у-\-кз 

въ которомъ 'и),х,у,г суть д']^йствительныя или обыкновенные 
мнимыя числа, а г,],к комплексныя единицы съ такой табли- 
цей умножен1я 

г*=^'=й^*= — 1, зк= — /у=г, А;г= — Аг=^, Ц= — ^*=А;. 

Если въ кватерн1он']Б д^йствительныя числа зам']&нимь 
числами комплексными съ двумя единицами, т. е. положимъ* 

^=V)^е^+V)^е^, х=х^е^+х^е^, У=У^е^+У2е^, ^=г^е^+г^е^, 

то кватерн10нъ обратится въ комп;!ексное число 

^о^е^ + и)^е^ + г[х^е^ + ж,е,) 4-^(1/1 е^ ч- г/,^») +^1^1 -^г^е^), 

которое называется бикватерн1ономъ п можетъ быть представ- 
лено въ ВИД'Ь 

^,е,'^^^е^, 

гд* г1=«^, +< -+-^^1 +Ц, 39=г(;2+гд;,ч-^'|/,+Л-г2 

если предположимъ, что единицы е^^е^ коммутативны съ г.^,к. 
Мы будемъ разсматривать только так1е бикватернхоны, у ео- 
торыхъ коэффищенты при единицахъ 1,г^,Л принадлежатъ къ 
систем* комплексныхъ чиселъ, обладающей модулемъ операщнг 
умножен1я. Но мы знаемъ, что операщи надъ числами такой 
системы подчиняются всЬмъ законамъ обыкновенной алгебры, 
и что тригонометричесюя функц1и этихъ чиселъ обладаютъ 
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совершенно такими же свойствами какъ и тригонометричесшя 
функц1и чиседъ д'Ьйствительныхъ. Мы можемъ поэтому утвер- 
ждать, что всЬ безъ исвлючен1я формулы теор1и вватерн1оновъ 
обратятся въ формулы теор1и биЕватерн1оновъ, если въ нпхъ 
кватерн1оны зам'Ьнимъ бивватерн1онами ивс']^ д'Ёйствительныя 
числа — комплексными указанпаго типа. 

Тавъ какъ формулы теор1и кватерн1оновъ могутъ быть 
разсматриваемы какъ формулы теор]и связки векторовъ, то 
изъ доказанной выше теоремы сл'Ёдуетъ, что теор1я бикватер- 
нюновъ можетъ быть истолкована геометрически при помощи 
теор1И винтовъ пространствъ съ постоянной кривизной. 

Предположимъ теперь, что мы им'Ьемъ какую либо тео- 
рему геометр1и или механики, которая можетъ быть доказана 
при помощи кватерн1оновъ. Такая теорема выразится однимъ 
или н']^сколькими равенствами между кватершонами, равен- 
ствами, которыя останутся в'брными и въ томъ случа*]^, если 
кватерн10ны зам^^нимъ бикватерн10нами. Сл'Ьдовательно тео- 
рема даетъ намъ н'бкоторыя равенства между бикватершона- 
ми, интерпретируя которыя геометрически мы получимъ но- 
вую теорему, представляющую обобщеше первоначальной. 

Итакъ мы приходимъ къ такому заключен1ю. 

Теорема П.— Если въ форму лааъ теорги кватернгоновь 
замгьнимо кватертоны бикватернгонами и дгьйстеительныя 
числа — числами комплексными съ двумя единицами и съ мо- 
дулемъ операцги умноженгяу то эти формулы обратятся въ 
формулы теорги бикватернгоновъ; послпднгя могутъ быть 
истолкованы геометрически пргь помощи теорги винтовъ 
пространствъ постоянной кривизны. Всякая теорема гео- 
метрги или механики^ которая можетъ быть доказана по- 
мощью теорги кватернгоновъ, можетъ быть преобразована въ 
теорему теорги винтовъ. 

11редыдущ1я лв^ теоремы даютъ возможность устанавли- 
вать аналопи между н'^^которыми фигурами и движешями и 
фигурами и движешями бол'1е общаго вида и даютъ такимъ 
образомъ методъ переносить свойства первыхъ, обобщая ихъ, 
на посл^дн1я. Въ виду важнаго значен1я этого метода позво- 
ляю себ'6 дать ему особое на8ван1е метода перенесен1Я. Фор* 
мулы и теоремы §§ 62 — 82 представляютъ собой приложеюе 
этого метода ^ 



^ Довольно иного различныхъ прилохен1й метода перенесенхя чита- 
тель найдетъ въ иоенъ сочннешн «Винтовое счислеше». 
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93. Другая форма метода перенесен1Я. — Бозратимся снова 
въ формуламъ 

л» у»' „1_ 1/1/ -^ ^]й 

Если ж,«/,^ег и сх!^у\г^ будутъ д'Ьйствительными числами, и 
мы примемъ ихъ за прямоугольныя девартовы координаты 
двухъ точеЕЪ, то эти дв4 формулы будутъ основными форму- 
лами Эвклидовой геометр1и: первая опред']&литъ разстоя111е 
между точками {х^у^г) и {х\у\г^)^ а вторая — уголъ между ихъ 
рад1усами векторами. 

Если же числа х^у^г и х\у\^^ сд'&лаются комплексными, 
то они определять два мотора ата^и формула первая дастъ 
намъ тензоръ мотора а! — а, а вторая — комплексный уголъ 
между осями а -л а!. 

Тавимъ образомъ дв^ основныя формулы геометр1и Эвкли- 
дова пространства обращаются въ дв'Ь основныя формулыс 
теор1и винтовъ пространства постоянной кривизны, если ко- 
ординаты точекъ становятся комплексными числами съ моду- 
лемъ операщи умножен1я. Мы можемъ быть поэтому увере- 
ны, что взявъ какую угодно формулу геометр1и Эвклидова 
пространства и зам'Ьнивъ всё числа въ нее входя1Ц1я ком- 
плексными числами указаннаго вида, мы преобразуемъ ее въ 
формулу, которая будетъ им'Ьть вполне опред']&ленный смыслъ 
въ теор1И винтовъ пространствъ съ постоянной кривизной. 
Отсюда такая теорема. 

Теорема. — Всть формулы аналитической геомешръи Эвкли- 
дова пространства преобразуются въ формулы шеорги вин-- 
товъ пространствъ съ постоянной кривизной^ если дгьйстви- 
тельныя числа^ входящгя въ формулы^ замгьнимъ комплексными 
съ двумя единицами и съ модулр.мъ операщи умножетя. 

94. Преобразован1е геометр1И сферы въ геометрю линей- 
чатаго пространства.— Сфера съ радхусомъ равнымъ единиц Ь 
и съ центромъ въ начал'Ь координатъ им-Ьетъ своимъ уравне- 
Н1емъ 

Если числа х,у,г, удовлетворяя этому уравнешю, сд^&ла- 
ются комплексными, то они опред^лятъ моторъ съ тензоромъ 

равнымъ у^!. Но такой моторъ вполн'Ё можетъ быть заданъ 
положешемъ и направленхемъ его оси, соответствующей тен- 
зору + 1. Поэтому, если прямую, которой приписано опред'Ь- 
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ленное направлен1е, назовемъ лучомъ, а совокупность всЬхъ 
лучей лучевымъ пространствомъ, то будемъ им^ть теорему 

Теорема I. — Методомъ перенесенгя сфера преобразуется 
^ лучевое пространство-, геометргя сферы въ геометргю лу- 
чевою пространства. 

Если въ уравнешяхъ сферической кривой 



^=Ш^ У=ГМ ^=Г,И) 

гдЪ Ь дерем'бнный параметръ, х^у^г^1 сд'Ьлаются комплексны- 
ми, то эти уравнешя опред^^лятъ н']&которую конгруэнщю лу- 
чей, которую назовемъ аналитической. Такимъ образомъ боль- 
шой кругъ сферы преобразуется въ конгруэнцхю двухъ линей- 
ныхъ комплексовъ, для которой директрисами служатъ дв^ 
взаимный поляры относительно абсолюта, малый кругъ сфе- 
ры — ^въ совокупность лучей, которые всЬ съ н^которымъ опре- 
д^леннымъ лучомъ составляютъ равные комплексные углы. 

Аналитическую конгруэнцхю мы можемъ опред'блить 
какъ конгруэнщю, обладающую однимъ изъ сл'Ьдующихъ 
свойствъ. 

Лин1И проведенныя чрезъ ка- Лиши проведенныя въ какой 
кую нибудь точку и ^{г]) — па- нибудь плоскости и ^(?у)-па- 
раллельныя съ лучами аналити- раллельныя съ лучами аналити- 
ческой конгруэнши образуютъ ческой конгруэнши огибаютъ 

КОНуСЪ. кривую ЛИН1Ю. 

Если мы им-Ьемъ два конуса Если мы им'Ьемъ дв-Ь плоск1Я 

и построимъ лиши ^-параллель- кривыя и построимъ лин1И |-па- 

ныя с ъ образующими одного и раллеV^ьныя съ касательными къ 

•>;-параллельныя съ образуюши- одной изъ кривыхъ и ?7-парал- 

ми другого, то получимъ ана- лельныя съ касательными къ 

литическую конгруэншю. другой, то получимъ аналити- 
ческую конгруэнщю. 

Методъ перенесешя даетъ возможность приложить теор1Ю 
сферическихъ кривыхъ къ изучен1ю аналитической конгруэн- 
Ц1И. Всё П0НЯТ1Я связанныя съ сферической кривой, какъ на- 
прим4ръ понят1е о длинЬ дуги, о кривизн-Ь, о развертке кри- 
вой и т. д. могутъ быть перенесены и на аналитическую 
конгруэнщю. ВсЬ формулы и теоремы теорш сферическихъ 
кривыхъ могутъ быть преобразованы въ формулы и теоремы 
теор1и аналитическихъ конгруэнщй, Итакъ им'Ьемъ теорему. 

Теорема II. — Методомъ перенесенгя сферическгя кривыя 
преобразуются въ аналитическгя конгруэнцгщ воь формулы 
и теоремы теорш сферическихъ кривыхъ въ формулы и тео- 
ремы теорш аналити^1€Скиосъ конгруэнцгй. 
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Теор1я аналитической хонгруэнцш ин^Ьетъ весьма важ- 
ное 8начен]е для теор1и линейчатыхъ поверхностей. Д'Ьйствн- 
тельно, нетрудно доказать такую теорему. 

Теорема Ш. — Если мы имгьемъ какую либо линейчатую- 
поверхность, то существуетъ одна и толмсо одна ансишти- 
ческая конгруэнцгя, къ которой принадлежать вел прямоли- 
неЛния о^азующгя поверхности. 

Эта теорема даетъ возмохность приложить всю теор1Ю 
аналитическихъ вонгруэнц1й къ линейчатымъ поверхностямъ. 
Мы можемъ такимъ образомъ теор1ю сферическихъ кривыхъ 
перенести не только на аналитическ1я ковгруэнц1И9 но и на 
линейчатыя поверхности. 

95. Мехаиина мотора.— Общая теорема § 93 весьма есте- 
ственно приводить къ механик'^ мотора. Желая сохранить 
аналог1Ю съ механикой точки въ Эвклидовомъ пространств^^, 
мы должны назвать скоростью мотора а, координаты котораго 
х^у^г суть н'Ькоторыя функц1и времени — д'Бйствительнаго не- 
рем^ннаго Ь, или комплекснаго перем'Ьннаго Ь=^Ь^е^ +^з^1 — 
моторъ /?, им^ющ1й своими координатами 

их йу Лг 
Ль й1 сИ 

у скорешемъ— моторъ ^' съ координатами 

Л^х й^у Л'^г . 

силой приложенной въ а — произведете ш^\ гд'ё т есть н'Ь- 
которое комплексное число — масса мотора а. 

Скорость мотора а характеризуетъ съ точностью до ве- 
личинъ безконечно малыхъ перваго порядка движенхе мотора- 
а въ течеше безконечно малаго промежутка т^=т^е^+т^е^. 
Такъ 8(/31а) ^ опред'Ьляетъ изм^нешя Т(а): 

1 йИа ого, \ 
Та • Ж=^^/")' 

моторъ же У{^1а) характеризуетъ перем4щен1е оси а. Дви- 
жете оси а будетъ таково, какъ если бы она принадлежала- 
неизм']&няемой системе, движен1е которой определяется мото- 
ромъ тУ{^1а). Подобнымъ же образомъ ускорете перваго а- 



' 5 есть эиакъ скаларной, а 7— векторной части бикватернхона. 
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сл-Ьдующихг порядковъ опред'Ьдяютъ движенхе мотора въ те- 
чен1е промежутка времени т съ точностью до величинъ вто- 
рого и сд'Ьдующихъ порядковъ. 

Введя и изсл'Ьдовавъ эти понят1я, мы будемъим^ть воз- 
можность 11зв'1стнымъ образомъ интерпретировать уравнешя 
и теоремы механики точки или системы точекъ, когда какъ 
координаты точекъ такъ и массы, силы и время становятся 
комплексными числами съ двумя единицами и съ модулемъ 
опсращи умножен1я. 

Понят1е о скорости и ускорен1и мотора могутъ быть 
весьма полезны въ н'1которыхъ вопросахъ механики. Такъ, 
если мы будемъ разсматривать неизменяемую систему какъ 
совокупность прямыхъ связанныхъ между собой, то методомъ^ 
перенесен1я кинематика твердаго т'&ла, вращающагося вокругъ 
точки, преобразуется въ кинематику оби^аго случая движешя. 
Мы можемъ придти такимъ образомъ къ обобщен1ю теоремы 
СопоНз'а, формулы Затагу и н'Ькоторымъ другимъ интерес- 
нымъ результатамъ. 

При11'Ьчан1е нъ § 42. 

Въ этомъ прим'Ёчан1и я им'бю въ виду главнымъ обра-^ 
зомъ дать другое доказательство леммЬ § 42. 

Возьмемъ моторъ ^, элементами котораго для какой 
нибудь точки приведен1я служатъ векторъ ах и роторъ В7. 
Означая черезъ ого векторъ мотора о для точки приведешя о, 
мы им'Ьемъ 

ом;=км^(аа?) + мм^(^ Г) , 

или, зам-Ьчая, что мм^(ВГ)=км^(6|/), гд-Ь Ъу векторъ поляр- 
ный съ 5 Г, 

ог(;=км^(аж) -+- ки^{Ъу)^ 

или, наконецъ, полагая 

ои=кы^{ах)у 0'г;=км^(Ьу), 
о^V=^ои'^'ОV. 

По теорем'Ь I § 35 мы имЬемъ 

и,=/{ао)х,-/{ох)а^-^/1ах)о,, (1234) 1 
^,=Гфо)у,-аоуА'^/{Ьу)о,, (1234)/ ^^^ 
откуда /{ои)—/'{оо)/[ах), Ао^)=АооУО)у)* (2> 
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Дал4е, такъ какъ ог^=01* + ог, то по формул* 7 § 25 

гV,=^{оо)/^ои)V^ -^-/{ооУ{оV)и,—/{оиу{оV)о, , (1234) 

или, принимая во внимаше (1) и (2), 

би),=/'{аоу{Ъу)х, '^/'{ЪоУ(ах)у, +/{ах)/{Ъу)о, — 

-Г{(Со)Г{Ъу)(^-Куо)аах)\ (1234) (3) 

Т1^ б множитель пропорщональности. Такимъ образомъ коор- 
динаты точки V) представляютъ собой линейныя и однород- 
ный функщи координатъ точки о. Отсюда можно вывести 
много интересныхъ теоремъ. Я обращу внимаше только на 
одну. 

Теорема I. 

Если^ принимая точку приве- Если принимая плоскость при- 
денгя о за начало вектора мо- веденгя О за начало ротора мо- 
тора, мы будемъ перемп>щать тора, мы будемь вращать ее 
ее по прямой, то конецъ векто вокругъ прямой, токонець рото- 
ра, го, будетъ перемещаться так- ра, ТГ, будетъ вращаться также 
же по прямой, причемъ ряды [о] вокругъ прямой, причемь пучки (О) 
и [го) будутъ проэктивны, и [}У) будутъ проэктивны- 

Отсюда сл^дуетъ, что лучи векторовъ (оси роторовъ) 
мотора построенныхъ для различныхъ точекъ одной и той 
же прямой ЛИН1И (для различныхъ плоскостей, проходящихъ 
черезъ одну и ту же прямую лин1ю) служатъ образующими 
поверхности второго порядка. 

Изъ формулы (3) им-Ьемг 

б/'{ого)=аах)/{Ъу)/{оо). 

Поэтому, если точка о будетъ лежать на абсолют* иДоо)=0, 
то Дог/;)=0, что означаетъ, что конецъ го вектора огг? лежитъ 
въ плоскости полярной съ о. Но точка о находится на абсо- 
лют* и плоскость полярная съ ней касается абсолюта: лин1я 
юги будетъ также касательной къ абсолюту. Итакъ им*емъ 
теорему. 

Теорема II. 

Если точка приведенгя нахо- Если плоскость приведенгя ка- 
дится на абсолюте, упо лучь сается къ абсолюту , то ось 
лектора мотора касается къ ротора мотора проходить черезъ 
абоолюту. точку касанья. 

Теоремы I и II даютъ возможность легко доказать основ- 
ную лемму § 42. 



317 



Действительно пусть о' и о'' каюя нибудь точки лин1и ?, 
которая съ абсолютомъ пересекается въ точкахъ сие?, пусть 
&го\о'^го"^С8,с{ суть векторы мотора для точекъ приведен1я 
о\с/\с^й. На основаши теоремы I точки го\го'\8,{ будутъ ле- 
жать на одной прямой и ряды {го'го'^8() и {&&^сЛ) проэктивны. 
Проводя черезъ е\ поляру г, и черезъ точки ъо\го^\Ь,8 пло- 
скости е'ги\еЧо^\е(^в*8 въ перес'Ьчен1и ихъ съ г мы получаемъ 
точки е\е",р^д пред став ля ющ1я собой ортогональныя проэкщи 
точекъ гс?',г(;",<,8 на лишю е. Такъ какъ по построен1ю рядъ 
^\^^\РЛ перспективенъ съ рядомъ г<;',г<?",<,8, а этотъ посл-Ьд- 
Н1Й проэктивенъ съ о\о'\с^Л^ то 

Но легко вид-Ьть, что точки р и д совпадаютъ съ с ий, ибо 
по теореме И точка з лежитъ въ плоскости е^с касательной 
къ абсолюту въ точке с, следовательно плоскость е'8 совпа- 
даетъ съ плоскостью г'с и пересекаетъ г въ точке р совпа- 
дающей съ с. На томъже основанхи точка д совпадаетъ съ(2, 
и последнее равенство можетъ быть написано такимъ обра- 
зомъ 

{о'о"а)={е'е'Ы), 

откуда, пользуясь известнымъ свойствомъ ангармоническаго 
отношен1я, 

и по определешю равныхъ векторовъ 

Но о'е'=пре(о^) и о"е"=прв(о"г<;"); лемма такимъ образомъ^ 
доказана. 



